
1 SUBIECTUL III (30p) – Varianta 001

1. Se consider� func�ia { }: 1f − →\� � , ( )
2

1
x

f x
x

=
+

.

5p   a) S� se calculeze derivata func�iei f.
5p   b) S� se determine intervalele de monotonie ale func�iei f.
5p   c) S� se demonstreze c� ( ) 4 pentru orice 1f x x≤ − < − .

2. Se consider� func�ia ( )
2 , 0

: , .
1, 0

xx e x
f f x

x x

� + ≤�→ = �
+ >��

� �

5p   a) S� se arate c� func�ia f admite primitive pe � .

5p   b) S� se calculeze 
0

1

( ) .x f x dx
−
�

5p c) S� se determine volumul corpului ob�inut prin rota�ia în jurul axei Ox a graficului func�iei  
[ ] ( ) ( ): 0;1 ,g g x f x→ =� .

Varianta 1

2 SUBIECTUL III (30p) – Varianta 002
1. Se consider� func�ia :f →� � , ( ) .x xf x e e−= −

5p a) S� se calculeze 
0

( ) (0)lim
x

f x f
x→

− .

5p b) S� se arate c� func�ia f este cresc�toare pe � .
5p c) S� se calculeze (0) (1) ... (2009),  unde : ,  ( ) ( ) ( )S g g g g g x f x f x′ ′′= + + + → = −� � .

2. Se consider� func�iile , : ,f F →� � ( )  �i ( ) ( 1)x xf x xe F x x e= = − .
5p a) S� se verifice c� func�ia F este o primitiv� a func�iei f .
5p b) S� se calculeze aria suprafe�ei plane determinate de graficul func�iei f, axa Ox �i dreptele 0x = �i 1.x =

5p c) S� se demonstreze c�
( )2

2
1

( ) ( ) ( ) 1 2,  pentru orice 1
( )

x f t f t f t xdt x
xf t

′′ ′− += − >� .

Varianta 2
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3 SUBIECTUL III (30p) – Varianta 003

1. Se consider� func�ia ( ): 0,f +∞ → � , ln( ) xf x
x

= .

5p   a) S� se verifice c� ( ) 2 ln' ,
2

xf x
x x
−=  pentru orice ( )0;x∈ +∞ .

5p   b) S� se determine intervalele de monotonie ale func�iei f.
5p   c) S� se demonstreze c� 5 33 5≤ .

2. Se consider� func�ia :f →� � , ( ) ,  1
2 ,  1

xe e xf x
x x

� ⋅ ≤ −�= �
+ > −��

.

5p   a) S� se arate c� func�ia f  admite primitive pe � .

5p
  b) S� se calculeze volumul corpului ob�inut prin rota�ia în jurul axei Ox, a graficului func�iei  

[ ]: 0,2g →� , ( ) ( )g x f x= , [ ]0,2x∈ .

5p   c) S� se calculeze 
0

2

 ( )x f x dx
e−

� .

Varianta 3

4 SUBIECTUL III (30p) – Varianta 004
1. Se consider� func�ia :f →� � , ( ) xf x x e−= + .

5p   a) S� se calculeze ( ),f x x′ ∈� .
5p   b) S� se arate c� f este descresc�toare pe ( ],0−∞ �i cresc�toare pe [ )0,+∞ .
5p   c) S� se determine ecua�ia asimptotei oblice c�tre +∞ la graficul func�iei f.

2. Se consider� func�ia :g →� � , ( ) 3 2( 1) 3 1g x x x= + − − .

5p   a) S� se calculeze 
1

0

( )g x dx� .

5p   b) S� se determine num�rul real 1a >  astfel încât ( )( )3

1
6

a
x ag x x e dx e− ⋅ =� .

5p   c) S� se calculeze ( )
1

2 2009

0

3 3 ( )x g x dx+ ⋅� .

Varianta 4
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5 SUBIECTUL III (30p) – Varianta 005
1. Se consider� func�ia :f →� � , ( ) 2009 2009( 1) 1f x x x= − − − .

5p   a) S� se calculeze (0) (0)f f ′+ .
5p   b) S� se scrie ecua�ia tangentei la graficul func�iei f în punctul ( )1;0A .
5p   c) S� se arate c�  func�ia  f  este convex� pe [ )0;+∞ .

2. Se consider� func�ia :f →� � , ( ) xf x x e−= + .
5p  a) S� se calculeze aria suprafe�ei plane cuprinse între graficul func�iei  f, axa Ox �i dreptele de ecua�ii

0x = �i 1x = .

5p   b) Folosind faptul c�
22 1,  pentru orice xx e x−+ ≥ ∈� , s� se demonstreze c�

2
1

0

2
3

xe dx− ≥� .

5p   c) S� se determine volumul corpului ob�inut prin rota�ia în jurul axei Ox , a graficului func�iei 
[ ] ( ) ( ) ( ): 0,1 ,g g x f x f x→ = + −� .

Varianta 5

6 SUBIECTUL III (30p) – Varianta 006

1. Se consider� func�ia [ ): 0,f +∞ → � , ( ) 1
1 2

x xf x
x x

+= +
+ +

.

5p   a) S� se calculeze lim ( )
x

f x
→+∞

.

5p   b) S� se verifice c� 2 2
1 1( )

( 1) ( 2)
f x

x x
′ = +

+ +
, oricare ar fi 0x ≥ .

5p   c) S� se demonstreze c� [ )1 ( ) 2,  pentru orice 0,
2

f x x≤ ≤ ∈ +∞ .

2. Se consider� func�ia ( ) 2: , 1xf f x x e→ = + +� � .
5p   a) S� se arate c� orice primitiv� a func�iei f este cresc�toare pe � .

5p   b) S� se calculeze ( )
1

0
x f x dx� .

5p   c) S� se demonstreze c� ( )
1

ln 1
3

e f x
dx e

x
= +� .

Varianta 6
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7 SUBIECTUL III (30p) – Varianta 007
1. Se consider� func�ia :f →� � , ( ) 2xf x e x= + .

5p   a) S� se calculeze 
1

( ) (1)lim  
1x

f x f
x→

−
−

.

5p   b) S� se demonstreze c� func�ia f  nu are asimptot� c�tre  +�.
5p   c) S� se demonstreze c� func�ia f este convex� pe � .

2. Se consider� func�ia [ ): 1,f +∞ → � , 1( )
(1 ln )

f x
x x

=
+

.

5p   a) S� se calculeze 
1

'( ) 
e

f x dx� .

5p   b) S� se arate c� orice primitiv� a func�iei f  este cresc�toare pe [ )1,+∞ .

5p   c) S� se determine num�rul real ( )21,a e∈ astfel încât aria suprafe�ei plane, determinate de graficul 

func�iei f, axa Ox, dreptele de ecua�ii 2�ix a x e= = , s� fie egal� cu 3ln .
2

Varianta 7

SUBIECTUL III (30p) – Varianta 008

1. Se consider� func�ia ( ) { }: 0, \f e+∞ → � , 1 ln( ) =
1 ln

xf x
x

+
−

.

5p   a) S� se calculeze ( )
1

lim
x

f x
→

.

5p   b) S� se verifice c� 2
2( ) ,

(1 ln )
f x

x x
′ =

−
oricare ar fi ( ) { }0; \x e∈ +∞ .

5p   c) S� se determine ecua�ia asimptotei orizontale c�tre +∞  la graficul func�iei f.

2. Se consider� func�iile ( ), : 0, ,f g +∞ → � ( ) 1�i ( )xf x e g x
x

= = .

5p   a) S� se determine mul�imea primitivelor func�iei f g+ .

5p   b) S� se arate c�
2 4 2

2 2

1

1 ( ( ) ( )) 
2

e ef x g x dx − ++ =� .

5p   c) Folosind eventual faptul c� 2 22ab a b≤ + , pentru orice ,a b∈� , s� se demonstreze c�
2 4 2

1

1 1
4

x e ee dx
x

− +⋅ ≤� .

Varianta 8
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99 SUBIECTUL III (30p) – Varianta 009
1. Se consider� func�ia : ,f →� � 2( ) ( ),  unde , ,xf x e ax bx c a b c= + + ∈� .

5p   a) Pentru 1, 0a b c= = = , s� se calculeze lim ( )
x

f x
→+∞

.

5p   b) S� se verifice c� (0)  (0)f f b′ − = .
5p   c) S� se determine , ,a b c ∈�  astfel încât (0) 0,   (0) 1f f ′= = �i (0) 4f ′′ = .

2. Se consider� integralele 
1

0

1
1

n
n

xI dx
x

+=
+� , *pentru orice n ∈� .

5p   a) S� se calculeze 1I .

5p   b) Folosind, eventual, faptul c� 2x x≤  pentru orice [ ]0,1x∈  , s� se demonstreze c� 2 1I I≤ .

5p   c) S� se demonstreze c� *
1

1 +2ln2, pentru orice 
1n nI I n

n+ + = ∈
+

� .

Varianta 9

10 SUBIECTUL III (30p) – Varianta 010

1. Se consider� func�ia :f →� � ,
2

2

,  1  
 ( )

,  1

x x x
f x

x x x

� − ≥�= �
− + <��

.

5p   a) S� se studieze continuitatea func�iei f  în punctul 0 1x = .
5p   b) S� se calculeze (0) (2)f f′ ′+ .
5p   c) S� se demonstreze c� func�ia f  este concav� pe ( );1−∞ .

2. Se consider� func�iile ( )
2 1, : , =

x

x
ef g f x

e
+→� � �i ( )

2 1x

x
eg x

e
−= .

5p   a) S� se verifice c� func�ia g este o primitiv� a func�iei f.

5p   b) S� se calculeze ( )
1

0

g( ) f x x dx� .

5p   c)  S� se demonstreze c� ( ) ( ) ( ) ( )
1 1

0 0
' 'f x g x dx f x g x dx=� � .

Varianta 10
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11 SUBIECTUL III (30p) – Varianta 011

1. Se consider� func�ia ( ): 0,f +∞ → � , 2 2
1 1( )

( 1)
f x

x x
= +

+
.

5p   a) S� se verifice c� ( )
( )3 3

2 2' ,
1

f x
x x

= − −
+

oricare ar fi ( )0,x∈ ∞  .

5p   b) S� se demonstreze c� func�ia f  este descresc�toare pe intervalul ( )0, .+∞
5p   c) S� se calculeze ( )3lim

x
x f x

→+∞
′ .

2. Se consider� func�ia ( ): 0,f +∞ → � , ln( ) +xf x x
x

= .

5p   a) S� se calculeze 
1

ln( ( ) ) 
e xf x dx

x
−� .

5p   b) S� se verifice c�
2

1

( ) 
2

e ef x dx =� .

5p   c) S� se arate c� �irul care are termenul general ( )
1

( )  ,  1
n

n

e

n
e

I f x x dx n
+

= − ≥� este o progresie aritmetic�

     cu ra�ia 1.  

Varianta 11

12 SUBIECTUL III (30p) – Varianta 012
1. Se consider� func�ia ( ): 0,f +∞ → � , ( ) 2lnf x x x= − .

5p   a) S� se calculeze ( )( ),  0,f x x′ ∈ +∞ .
5p   b) S� se demonstreze c� func�ia f  este convex� pe intervalul ( )0,+∞ .

5p   c) S� se arate c� ( )
2

ln ,
4
ef x ≥ oricare ar fi ( )0,x∈ +∞ .

2. Se consider� func�iile [ ]: 0,1mf → � , 2 2 2( ) ( 1) +1, unde mf x m x m m x m= + − + ∈� .
5p   a) S� se calculeze 1( )f x dx� .

5p   b) S� se calculeze 
1

0
0

( ) xe f x dx� .

5p   c) S� se determine *m∈�  astfel încât 
1

0

3( ) 
2mf x dx =� .

Varianta 12
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SUBIECTUL III (30p) – Varianta 013

1. Se consider� func�ia { }: 1 ,f − →\� � ( )
1

xef x
x

=
+

.

5p   a) S� se verifice c�
( )2( ) ,

1

xxef x
x

′ =
+

 oricare ar fi { }\ 1x∈ −� .

5p b) S� se determine ecua�ia asimptotei c�tre −∞  la graficul func�iei .f
5p c) S� se demonstreze c� ( ) 1f x ≥ , pentru orice 1x > − .

2. Pentru fiecare n∈�  se consider�
2

lne n
n

e

xI dx
x

= � .

5p a) S� se verifice c� 0 1I = .
5p b) S� se calculeze 1I .

5p c) Folosind, eventual, faptul c� 1 ln 2x≤ ≤  oricare ar fi 2,x e e� �∈ 	 
 , s� se demonstreze c�
12 11 2 ,

1

n
n

n

+ −≤ ≤
+

 pentru orice n∈� .

Varianta 13

14 SUBIECTUL III (30p) – Varianta 014

1. Se consider� func�ia ( ): 0, ,f +∞ → � ln( ) xf x
x

= .

5p   a) S� se calculeze ( )f e′ .
5p   b) S� se determine ecua�ia asimptotei orizontale spre +∞  a graficului func�iei f .
5p   c) S� se demonstreze c� , pentru orice 0e xx e x≤ > .

2. Se consider� func�ia [ ]: 4,4 ,f − → � 2( ) 16f x x= − .

5p   a) S� se calculeze 
4

2

0

( ) f x dx� .

5p   b) S� se verifice c�
5

5

0
( )
x dx

f x
−

=� .

5p   c) S� se demonstreze c�
0

0 ( ) 8
m

f x dx≤ ≤�  , oricare ar fi [ ]0,2m∈ .

Varianta 14
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15 SUBIECTUL III (30p) – Varianta 015

1. Se consider� func�iile :nf →� � , 0 1 ( ) 1 �i ( ) ( ),  pentru orice .x
n nf x e f x f x n−

+ ′= − = ∈�
5p   a) S� determine 1( ),f x x ∈� .
5p   b) S� se determine ecua�ia asimptotei orizontale c�tre +∞  a graficului func�iei 0f .

5p   c) S� se calculeze 2
20

( ) 1lim
x

f x x
x→

+ − .

2. Se consider� func�ia : ,f →� � 2( ) 1xf x e x= + .

5p a) S� se verifice c�
1

2
0

( )  1.
1

f x dx e
x

= −
+

�
5p   b) S� se determine aria suprafe�ei plane cuprinse între graficul func�iei ( ) ( ): , xg g x xe f x−→ =� � ,

  axa Ox �i dreptele de ecua�ii 0x = �i 1x = .

5p c) S� se calculeze ( )
1

2

1
1x f x dx

−

+ ⋅� .

Varianta 15

16 SUBIECTUL III (30p) – Varianta 016

1. Se consider� func�ia
2

1,         0
: ,  ( ) , unde 

,  0

xe x
f f x a

x x a x

� − <�→ = ∈�
+ + ≥��

� � � .

5p   a) S� se determine a∈� astfel încât func�ia f s� fie continu� în punctul 0 0x = .

5p   b) S� se determine ecua�ia tangentei la graficul func�iei f  în punctul 11; 1A
e

� �− −
 �
� �

, punct care apar�ine

  graficului func�iei .f
5p   c) S� se arate c� func�ia 'f  este cresc�toare pe ( )0;+∞ , oricare ar fi a ∈� .

2. Se consider�
3

2
2

,  .
1

n
n

xI dx n
x

= ∈
−� �

5p a) S� se verifice c� 0
1 3ln
2 2

I = .

5p   b) S� se calculeze 1.I

5p c) S� se demonstreze c�
1 1

2
3 2

1

n n
n nI I

n

+ +

+
−− =
+

, pentru orice n∈� .

Varianta 16
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17 SUBIECTUL III (30p) – Varianta 017

1. Se consider� func�ia :f →*� � , 2( )
xef x

x
= .

5p   a) S� se calculeze ( ),f x x ∗′ ∈� .
5p   b) S� se demonstreze c� func�ia f este descresc�toare pe ( ]0,2 .

5p   c) S� se arate c� 3 22 3e e≤ .
2. Se consider� func�ia ( ): 0,f +∞ → � , ( ) lnf x x x= − .

5p   a) S� se calculeze 
2

2

1

 ( ( ) ln )x f x x dx− +� .

5p   b) S� se demonstreze c� orice primitiv� F a func�iei f este concav� pe intervalul (1, )+∞ .
5p   c) S� se calculeze aria suprafe�ei plane cuprinse între graficul func�iei [ ]: 1, ,  ( ) ( )h e h x f x x→ = +� ,

  axa Ox �i dreptele 1x = �i x e= .

Varianta 17

18 SUBIECTUL III (30p) – Varianta 018

1. Se consider� func�ia :f →� � , ( ) ( )2 2( ) 1 1f x x x= + + − .
5p   a) S� se verifice c� ( ) 4f x x′ = , pentru orice x∈� .

5p   b) S� se calculeze 2
( )lim

x

f x
x→+∞

.

5p   c) S� se determine intervalele de monotonie ale func�iei ( ) ( )
( )
'

: ,
f x

g g x
f x

→ =� � .

2. Se consider� func�ia ( ) ( ): 0; , lnxf f x e x+∞ → = +� .

5p   a) �tiind c� ( ): 0;g +∞ →� , ( ) ( ) lng x f x x= − , s� se verifice c� ( ) ( ) , 0g x dx g x x= + >� � .

5p   b) S� se calculeze ( )
1

e
f x dx� .

5p   c) S� se demonstreze c� ( )
2 2

2

1

1
2

e ee e exf x dx + − +=� .

Varianta 18
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19 SUBIECTUL III (30p) – Varianta 019

1. Se consider� func�ia ( ): 0,f +∞ → � , 2
ln( ) xf x
x

= .

5p   a) S� se calculeze ( )( ), 0,f x x′ ∈ +∞ .
5p   b) S� se calculeze lim ( )

x
f x

→+∞
.

5p   c) S� se demonstreze c� 10 ( )
2

f x
e

< ≤ , pentru orice ),x e�∈ +∞	 .

2. Se consider� func�ia ( ): 0,f +∞ → � , 2 2
1 1( )

( 1)
f x

x x
= −

+
.

5p   a) S� se calculeze 2
1

1( )  
( 1)

e
x f x dx

x
� �

+
 �
 �+� �
� .

5p   b) S� se arate c� orice primitiv� a func�iei f  este cresc�toare pe ( )0,+∞ .

5p   c) S� se verifice c�
2

1

22 ( ) ( )
81

f x f x dx′ = −� .

Varianta 19

20 SUBIECTUL III (30p) – Varianta 020

1. Se consider� func�ia [ ]: 0,1f → � ,  ( )
2

xef x
x

=
+

.

5p   a) S� se calculeze [ ]( ), 0,1f x x′ ∈ .
5p   b) S� se arate c� f este func�ie cresc�toare pe [ ]0;1 .

5p   c) S� se demonstreze c� 3 1 2,
( )e f x

≤ ≤ pentru orice [ ]0,1x∈ .

2. Se consider� func�iile , :f F →� � ,  ( ) xf x e−= �i
0

( )  ( )
x

F x f t dt= � .

5p   a) S� se arate c� ( ) ( ) 1,F x f x= − +  pentru orice x∈� .
5p   b) S� se demonstreze c� func�ia : ,  ( ) ( ) ( )h h x F x f x→ = −� � este concav� pe � .

5p   c) S� se calculeze ( )
1

2

0

x f x dx⋅� .

Varianta 20
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21 SUBIECTUL III (30p) – Varianta 021

1. Se consider� func�ia { }: 1f →\� � ,
2 2 ( )

1
x xf x

x
+ +=

−
.

5p   a) S� se verifice c�
( )

2

2
2 3( ) ,
1

x xf x
x
− −′ =

−
 pentru orice { }\ 1x∈� .

5p   b) S� se determine ecua�ia asimptotei oblice c�tre +∞ la graficul func�iei f.

5p   c) S� se arate c� ( ) 1 8f x f
x

� �− ≥
 �
� �

, oricare ar fi 1x > .

2. Se consider� func�ia :f →� � , ( ) 3 3x xf x −= + .

5p a) S� se calculeze
1

1

( )f x dx
−
� .

5p   b) S� se calculeze volumul corpului ob�inut prin rota�ia în jurul axei Ox, a graficului func�iei    
[ ]: 0,1 , ( ) 3 xg g x −→ =� .

5p   c) S� se arate c� orice primitiv� F a func�iei f este concav� pe ( ],0−∞ �i convex� pe [ )0,+∞ .

Varianta 21

22 SUBIECTUL III (30p) – Varianta 022
1. Se consider� func�ia ( ): 0,f +∞ → � , ( ) lnf x x e x= − .

5p   a) S� se calculeze ( )( ), 0,f x x′ ∈ +∞ .

5p   b) S� se calculeze ( )lim
( )x e

f x
f x→ ′

.

5p   c) S� se determine intervalele de monotonie ale func�iei f.

2. Se consider� func�ia [ ): 2,f +∞ → � , 1 1 ( )
1

f x
x x

= +
−

.

5p   a) S� se calculeze 
2

1( )
1

e
f x dx

x
� �−
 �−� �� .

5p   b) S� se arate c� orice primitiv� F a func�iei f este concav� pe [ )2;+∞ .
5p c) S� se determine a real, 2a >  astfel încât aria suprafe�ei plane, m�rginite de graficul func�iei f, axa Ox 

�i dreptele de ecua�ii 2 �ix x a= = , s� fie egal� cu ln 3 .

Varianta 22
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23 SUBIECTUL III (30p) – Varianta 023

1. Se consider� func�ia :  ,f →� � ( )2( ) 2 1 xf x x x e= − + .

5p   a) S� se calculeze ( ),f x x′ ∈� .
5p   b) S� se determine punctele de extrem ale func�iei f.

5p   c) S� se calculeze ( )lim 1
( )x

f xx
f x→+∞

′� �
−
 �

� �
.

2. Se consider� func�iile [ ), : 1,f F +∞ → � , ( ) 1lnf x x
x

= + �i ( ) ( )1 ln 1F x x x x= + − + .

5p a) S� se arate c� func�ia F  este o primitiv� a func�iei f .

5p b) S� se calculeze ( )
2

1

xf e dx� .

5p c) S� se demonstreze c� ( ) ( )22

1

3ln 2 1
( )

2
f x F x dx

−
=�  . 

Varianta 23

24 SUBIECTUL III (30p) – Varianta 024

1. Se consider� func�ia ( ): 0,f +∞ → � ,
4

( ) ln
4
xf x x= − .

5p   a) S� se calculeze ( )( ), 0,f x x′ ∈ +∞ .
5p   b) S� se determine punctul de extrem al func�iei f.

5p   c) S� se demonstreze c�
2 1ln
4

xx −≤ , pentru orice ( )0,x∈ +∞ .

2. Fie 
2

1

n x
nI x e dx= � , pentru n∈� .

5p   a) S� se calculeze 0I .
5p   b) S� se arate c� 2

1I e= .

5p c) S� se demonstreze c� ( ) ( )1
11 2 1n

n nn I I e e+
++ + = − , pentru orice n∈� .

Varianta 24
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25 SUBIECTUL III (30p) – Varianta 025
1. Se consider� func�ia : ,f →� � ( ) xf x e x= − .

5p   a) S� se calculeze ( ),f x x′ ∈� .
5p   b) S� se demonstreze c� ( ) 1,f x ≥  pentru orice x∈� .
5p   c) S� se scrie ecua�ia asimptotei oblice c�tre −∞ la graficul func�iei f.

2. Se consider� func�ia : ,f →� � ( ) 3 2 ,f x x mx nx p= + + +  unde , ,m n p ∈� .

5p   a) Pentru 0, 3, 2m n p= = − = , s� se calculeze 
1

0

( )f x dx� .

5p   b) S� se determine , , ,m n p ∈� �tiind c� ( 1) (1) 0f f′ ′− = = �i
1

1

( ) 4f x dx
−

=� .

5p   c) S� se calculeze 4
0

1lim ( ) .
x

x
f t dt

x→+∞ �

Varianta 25

26 SUBIECTUL III (30p) – Varianta 026
1. Se consider� func�ia : ,f →� � ( ) 1xf x e x= − − .

5p   a) S� se calculeze derivata func�iei  f . 
5p  b) S� se determine intervalele de monotonie ale func�iei f .

5p  c) S� se arate c�
2 2 2,x xe e x x+ ≥ + + pentru orice x∈� .

2. Se consider� func�iile ( ), : 0, ,f g + ∞ →� ( ) 1 lnf x x= + �i ( ) lng x x x= .
5p  a) S� se arate c� g  este o primitiv� a func�iei f .

5p  b) S� se calculeze ( ) ( )
1

e
f x g x dx⋅� .

5p     c) S� se determine aria suprafe�ei plane cuprinse între graficul func�iei g , axa Ox �i dreptele de ecua�ii
1x = �i x e= .

Varianta 26

http://www.pro-matematica.ro



27 SUBIECTUL III (30p) – Varianta 027

1. Se consider� func�ia ( ): 0,f +∞ → � , ( ) ln xf x
x

= .

5p   a) S� se calculeze ( ) ( ), 0;f x x′ ∈ +∞ .
5p  b) S� se determine intervalele de monotonie ale func�iei f .
5p  c) S� se determine ecua�ia asimptotei orizontale la graficul func�iei  f.

2. Se consider� func�ia :f →� � , ( ) 1004 2009xf x x= + .
5p   a) S� se determine ( )f x dx� .

5p   b) S� se arate c� orice primitiv� a func�iei f  este func�ie cresc�toare pe � .

5p   c) S� se calculeze ( )
1

2

0

x f x dx⋅� .

Varianta 27

28 SUBIECTUL III (30p) – Varianta 028

1. Se consider� func�ia :f →� � , ( )
1 1, 1

ln , 1

xe xf x e
x x

� ⋅ − ≤�= �
� >�

.

5p    a) S� se studieze continuitatea func�iei f  în punctul 0 1x = .
5p    b) S� se determine ecua�ia asimptotei c�tre −∞  la graficul func�iei f .
5p c) S� se arate c� func�ia f este concav� pe ( )1,+ ∞ .

2. Se consider� func�ia : ,f →� � ( )
2

2
2 1

1
x xf x

x
+ +=

+
.

5p  a) S� se determine ( ) ( )2 1x f x dx+ ⋅� .

5p b) S� se verifice c� ( ) ( )
1

0

ln 2 .f x dx e=�

5p   c) S� se arate c� ( ) ( )
1

0

( 1)f xf x e dx e e′ ⋅ = −� .

Varianta 28
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29 SUBIECTUL III (30p) – Varianta 029
1. Se consider� func�ia ( ): 0,f +∞ → � , ( ) lnf x x x= − .

5p  a) S� se arate c� ( ) ( )1 1 1f f ′− = .
5p  b) S� se determine punctul de extrem al func�iei  f .

5p  c) S� se calculeze ( )lim
x

f x x
x→+∞

−

2. Se consider� integralele 
1

0 1

xeI dx
x

=
+� �i

1

0 1

xxeJ dx
x

=
+� .

5p   a) S� se verifice c� 1I J e+ = − .

5p   b) Utilizând, eventual, inegalitatea 1xe x≥ + , adev�rat� pentru orice x∈� , s� se arate c� 1
2

J ≥ .

5p   c) S� se demonstreze c�
( )

1

2
0

2
2 1

xe eI dx
x

−= +
+� .

Varianta 29

30 SUBIECTUL III (30p) – Varianta 030
1. Se consider� func�ia :f →� � , ( ) 2 xf x x e= + .

5p  a) S� se calculeze ( ) ( )
0

0
lim
x

f x f
x→

−
.

5p  b) S� se arate c� func�ia f este convex� pe �  .
5p  c) S� se rezolve în mul�imea numerelor reale ecua�ia ( ) ( ) ( ) 3xf x f x f x e′ ′′− + = − .

2. Pentru orice num�r natural n  se consider� ( )
1

0

1 n
nI x x dx= +� .

5p   a) S� se calculeze 1I .

5p  b) Utilizând faptul c� ( ) ( ) 11 1n nx x ++ ≤ + , pentru orice n∈� �i [ ]0,1x ∈ , s� se arate c�

2009 2008I I≥ .

5p   c) Folosind, eventual, identitatea ( ) ( ) ( )11 1 1n n nx x x x++ = + − + , adev�rat� pentru orice n∈� �i

x∈� , s� se arate c� ( )( )
12 1

1 2

n
n

nI
n n

+⋅ +=
+ +

.

Varianta 30
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31 SUBIECTUL III (30p) – Varianta 031

1. Se consider� func�ia ( ): 0,f + ∞ → � , ( ) 2 lnf x x x= .
5p  a) S� se arate c� ( ) ( )2ln 1f x x x′ = + , oricare ar fi ( )0,x∈ + ∞ .

5p  b) S� se calculeze ( )lim
lnx

f x
x x→+∞

′
.

5p  c) S� se demonstreze c� ( ) 1
2

f x
e

≥ − , pentru orice 0x > .

2. Se consider� func�ia : ,f →� � ( ) xf x xe= .

5p   a) S� se determine ( )
1

0

xf x e dx−� .

5p   b) S� se arate c� ( )
1

0

2 1.f x dx e′′ = −�

5p   c) S� se calculeze 
( )22

1

f x
dx

x� .

Varianta 31

32 SUBIECTUL III (30p) – Varianta 032

1. Se consider� func�ia :f →� � , ( ) 1
xf x x

e
= − .

5p  a) S� se calculeze ( ) ( )0 0f f ′+ .

5p  b) S� se calculeze ( ) ( )'
lim
x

f x f x
x→∞

+
.

5p  c) S� se arate c� func�ia f  este concav� pe � .

 2. Se consider� func�iile [ ], : 0,1 ,f g → � ( ) 1f x x= − , ( ) 2 3 2008 20091 ...g x x x x x x= − + − + + − .
5p  a) S� se determine mul�imea primitivelor func�iei f.
5p  b) S� se determine volumul corpului ob�inut prin rota�ia în jurul axei Ox, a graficului func�iei f .

5p  c) S� se arate c� ( ) ( )
1

0

1 1x g x dx+ <� .

Varianta 32
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33 SUBIECTUL III (30p) – Varianta 033

1. Se consider� func�ia [ ): 0,f + ∞ → � , ( ) 21
x

x
ef x

x e
= −

+
.

5p  a) S� se verifice c� ( ) ( )
( )2
2 1x

x

e x
f x

x e

−
′ =

+
, pentru orice [ )0,x ∈ + ∞ .

5p  b) S� se determine ecua�ia asimptotei orizontale c�tre +∞  la graficul func�iei f .

5p  c) S� se arate c� ( ) 11 ,
1

ef x
e

−− ≤ ≤
+

 oricare ar fi 0x ≥ .

2. Pentru orice num�r natural nenul n  se consider�,
1

0 1

n
n

xI dx
x

=
+� .

5p  a) S� se calculeze 1I .

5p  b) S� se arate c� 1
1

1n nI I
n+ + =

+
, oricare ar fi n ∗∈� .

5p  c) Utilizând, eventual, inegalitatea 
2 1

n n
nx x x

x
≤ ≤

+
, adev�rat� pentru orice [ ]0,1x ∈ �i n ∗∈� , s� se 

demonstreze c� 2009
1 2010 1
2

I≤ ⋅ ≤ .

Varianta 33

34 SUBIECTUL III (30p) – Varianta 034

1. Se consider� func�ia :f →� � , ( ) 2( 2 3) xf x x x e= + + .

5p  a) S� se calculeze ( ) ,f x x′ ∈� .

5p  b) S� se determine ( ) ( )
0

0
lim
x

f x f
x→

−
.

5p  c) S� se demonstreze c� func�ia f ′  este cresc�toare pe � .

2. Se consider� func�iile ( ),  : 0, ,f g + ∞ → � ( ) 2 lnf x x x x= + �i ( ) 2 ln 1g x x x= + + .

5p  a) S� se arate c� f  este o primitiv� a func�iei g.

5p  b) S� se calculeze ( ) ( )
1

e
f x g x dx� .

5p  c) S� se determine aria suprafe�ei plane cuprinse între graficul func�iei f , axa Ox �i dreptele de 
ecua�ii 1x = �i x e= .

Varianta 34
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35 SUBIECTUL III (30p) – Varianta 035
1. Se consider� func�ia ( ): 0, ,f + ∞ → � ( ) 3f x x x x= − .

5p  a) S� se verifice c� ( ) 3 6
2
xf x −′ = , pentru orice ( )0;x∈ +∞ .

5p  b) S� se determine intervalele de monotonie ale func�iei f .

5p  c) S� e demonstreze c� ( ) ( )24 0,f x f x− ≤ + ≤  pentru orice ( ]0;1x∈ .

2. Se consider� func�iile , : ,f F →� � ( ) 23 2xf x e x= + + �i ( ) 3 2 1xF x e x x= + + − .
5p  a) S� se arate c� func�ia F este o primitiv� a func�iei  f.

5p  b) S� se calculeze ( ) ( )
1

0

f x F x dx⋅� .

5p  c) S� se demonstreze c� ( ) ( )( ) ( )
1

0

 1x f x F x dx F+ =� .

Varianta 35

36 SUBIECTUL III (30p) – Varianta 036

1. Se consider� func�ia :f →� � , ( ) ( )2 3 3 xf x x x e= − − .

5p  a) S� se calculeze ( ) ,f x′ x∈� .
5p  b) S� se determine ecua�ia asimptotei orizontale spre −∞  la graficul func�iei f .
5p  c) S� se arate c� tangenta la graficul func�iei ,f  dus� în punctul de coordonate ( )2, ( 2)f− − , este 

paralel� cu axa Ox .

2. Se consider� func�ia :f →� �  dat� prin ( )
2, 0

1, 0x
x x

f x
e x

+ <��= �
+ ≥��

 .

5p  a) S� se arate c� func�ia f admite primitive pe � .

5p  b) S� se calculeze ( )
1

1

f x dx
−
� .

5p  c) S� se demonstreze c� ( )
1

2

0 2
ex f x dx =� .

Varianta 36
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37 SUBIECTUL III (30p) – Varianta 037

1. Se consider� func�ia [ ): 1, ,f + ∞ → � ( ) ln
ln

x xf x
x x

−=
+

.

5p  a) S� se calculeze ( )
1

lim
x

f x
→

.

5p  b) S� se arate c� ( ) ( )
( )2
2 ln 1

ln

xf x
x x

−
′ =

+
, oricare ar fi [ )1,x ∈ + ∞ .

5p  c) S� se determine ecua�ia asimptotei c�tre +∞  la graficul func�iei [ ): 1, ,g + ∞ → � ( ) ( )
( )( )21

f xg x
f x

′
=

+
.

2. Se consider� func�iile , : ,f g →� � ( ) ( )2ln 1f x x= + �i ( ) 2
2

1
xg x

x
=

+
.

5p  a) S� se verifice c� ( )
1

0

ln 2f x dx′ =� .

5p  b) S� se demonstreze c� ( ) ( ) .g x dx f x= +� �

5p     c) S� se calculeze 
( )
( )

2

2
1

g x
dx

f x� .

Varianta 37

38 SUBIECTUL III (30p) – Varianta 038

1. Se consider� func�ia :f →� � , ( )
2

2
1
1

xf x
x

−=
+

.

5p  a) S� se arate c� ( )
( )22

4 ,
1

xf x
x

′ =
+

oricare ar fi x∈� .

5p  b) S� se determine intervalele de monotonie ale func�iei f .

5p     c) �tiind c� : ,g ∗ →� � ( ) ( ) 1g x f x f
x

� �= + 
 �
� �

, s� se determine    

( ) ( ) ( ) ( )2 3 2009 2010

20090
lim
x

g x g x g x g x x

x→

+ + + + +�
.

2. Se consider�
2

ln
e

n
n

e
I x x dx= � , pentru orice .n∈�

5p  a) S� se calculeze 0I .
5p     b) S� se arate c� 1n nI I +≤ , oricare ar fi n∈� .

5p     c) S� se demonstreze c� are loc rela�ia
( )2 2

1

2 1

2 2

n

n n
e e nI I −

⋅ −
= − , pentru orice .n ∗∈�

Varianta 38
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39 SUBIECTUL III (30p) – Varianta 039
1. Se consider� func�ia ( ): 0,f + ∞ → � , ( ) ln 1f x x x= − + .

5p  a) S� se calculeze ( ) ( ), 0;f x x′ ∈ +∞ .
5p  b) S� se determine punctul de extrem al func�iei f .
5p  c) S� se arate c� ( )2 2 0e f− ≤ ≤ .

2. Se consider� func�ia : ,f →� � ( ) 1,    1
1,  1

x x
f x

x x
− ≥�

= �− + <�
.

5p  a) S� se calculeze ( )
2

1

f x dx� .

5p     b) S� se determine ( )0,1a ∈  astfel încât ( ) 1
a

a
f x dx

−

=� .

5p     c) S� se calculeze ( )
1

0

xx f e dx� .

Varianta 39

40 SUBIECTUL III (30p) – Varianta 040

1. Se consider� func�ia ( ): 0,f + ∞ → � , ( ) 2
2

1f x x
x

= − .

5p  a) S� se calculeze ( )f x′ , pentru ( )0,x ∈ + ∞ .
5p  b) S� se determine ecua�ia tangentei la graficul func�iei f  în punctul ( )1;0A .

5p  c) S� se calculeze ( )lim
x

f x
x→+∞

′
.

2. Se consider� func�iile ( ), : 0,f F + ∞ → � , ( ) 11f x
x

= − �i ( ) lnF x x x= − .

5p  a) S� se arate c� func�ia F  este o primitiv� a func�iei f .

5p     b) S� se calculeze ( ) ( )
2

1

F x f x dx⋅� .

5p     c) S� se determine aria suprafe�ei plane cuprinse între graficul func�iei F , axa Ox �i dreptele de 
ecua�ii 1x = �i x e= .

Varianta 40
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41 SUBIECTUL III (30p) – Varianta 041

1. Fie func�ia ( ): 1,f + ∞ → � , ( ) 2 1
1

xf x
x

−=
−

.

5p  a) S� se calculeze ( )( ), 1;f x x′ ∈ +∞

5p  b) S� se verifice c� ( ) ( )
2

2
lim 1

2x

f x f
x→

−
= −

−
.

5p  c) S� se arate c� func�ia f  este descresc�toare pe intervalul ( )1,+ ∞ .

2. Se consider� func�iile ( ), : 0,f g + ∞ → � , ( ) 1 xf x
x

+= �i ( ) 1 ln
4

g x x= ⋅ .

5p  a) S� se arate c� ( )
4

1

ln 4 2f x dx = +� .

5p     b) S� se verifice c� ( )
4

1

3ln 4
4

g x dx = −� .

5p     c) S� se calculeze ( ) ( )2 2

1

e
f x g x dx⋅� .

Varianta 41

42 SUBIECTUL III (30p) – Varianta 042
1. Se consider� func�ia :f →� � , ( ) 2010 2010xf x x= + .

5p  a) S� se determine ( ) ,f x x′ ∈� .
5p  b) S� se demonstreze c� func�ia f  este convex� pe � .

5p  c) S� se calculeze ( ) ( )
0

0
lim
x

f x f
x→

′ ′−
 . 

2. Se consider� func�iile ( ), : 0,f g + ∞ → � , ( ) ( )2
1

1
f x

x x
=

+
�i ( ) 1g x

x
= .

5p  a) S� se verifice c� ( )
1

1
e

g x dx =� .

5p     b) Folosind identitatea ( ) ( ) 2 1
xf x g x

x
= −

+
, adev�rat� pentru orice 0x > , s� se calculeze ( )

1

e
f x dx� .

5p     c) Utilizând inegalitatea ( ) 2
1

2
f x

x
≤ , adev�rat� pentru orice [ ]1,x e∈ , s� se arate c�

2 1 1ln
2

e e
e

+ +≥ .

Varianta 42
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43 SUBIECTUL III (30p) – Varianta 043

1. Se consider� func�ia :f →� � , ( )
2

2
1
1

x xf x
x x

− +=
+ +

.

5p     a) S� se determine ecua�ia asimptotei c�tre −∞  la graficul func�iei f .

5p  b) S� se  arate c� ( )
( )

( )
2

22

2 1

1

x
f x

x x

−
′ =

+ +
, pentru orice x∈� .

5p  c) S� se demonstreze c� oricare ar fi x∈�  avem ( ) ( )4 22 2
3

f x f x≤ + ≤ .

2. Se consider� func�ia ( ): 0, ,f + ∞ → � ( ) 1f x x
x

= − .

5p  a) S� se calculeze ( )
1

e
f x dx� .

5p     b) S� se arate c� orice primitiv� a func�iei f  este convex� pe intervalul ( )0,+ ∞ .
5p c) S� se demonstreze c� volumele corpurilor ob�inute prin rota�ia în jurul axei Ox, a graficelor 

func�iilor [ ], : 1, ,g h e → � ( ) ( )g x f x= �i ( ) 1h x f
x

� �= 
 �
� �

 sunt egale. 

Varianta 43

44 SUBIECTUL III (30p) – Varianta 044
1. Se consider� func�ia :f →� � , ( ) 2 xf x x e= + .

5p     a) S� se verifice c� ( )0 1f ′ = .

5p  b) S� se arate c� func�ia f este convex� pe � .

5p  c) S� se calculeze ( )lim xx

f x
e→+∞

′
.

2. Se consider� func�ia :f →� � , ( ) xf x e x= − .

5p  a) S� se verifice c� ( )
1

0

3
2

f x dx e= −� .

5p     b) S� se calculeze ( )
1

0

x f x dx� .

5p     c) S� se arate c� dac� :F →� �  este o primitiv� a func�iei f , atunci 
( ) ( ) ( )

2
ln

  2 1
e

e

f x dx F F
x

= −� .

Varianta 44
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45 SUBIECTUL III (30p) – Varianta 045
1. Se consider� func�iile , :f g →� � , ( ) ( )1 xf x x e= − �i ( ) xg x xe= .

5p     a) S� se verifice c� ( ) ( )f x g x′ =  pentru orice x∈� .
5p  b) S� se determine ecua�ia asimptotei spre −∞  la graficul func�iei g .
5p  c) Dac� I ⊂ �  este un interval, s� se demonstreze c� func�ia g  este cresc�toare pe I  dac� �i numai 

dac� func�ia f  este convex� pe I .

2. Se consider� func�iile [ ), : 1,f g + ∞ → � , ( ) ln xf x
x

= �i ( ) 2
1 ln xg x

x
−= .

5p  a) S� se arate c� func�ia f  este o primitiv� a func�iei g .

5p     b) S� se calculeze ( ) ( )
1

e
f x g x dx� .

5p     c) S� se determine num�rul real ( )1;a ∈ +∞  astfel încât ( )
1

2
a

f x dx =� .

Varianta 45

SUBIECTUL III (30p) – Varianta 046

1. Se consider� func�ia ( ) ( ) ( )2 1, 0;1
: 0; ,

1 ln , 1
x x xf f x

x x
� − + ∈�+∞ → = �

+ ≥��
� .

5p     a) S� se studieze continuitatea func�iei  f în punctul 0 1x = .

5p  b) S� se calculeze ( )lim
x

f x
x→+∞

.

5p  c) S� se arate c� ( ) 3 ,
4

f x ≥  pentru orice 0x > .

2. Se consider� func�iile ( ), : 1,f g + ∞ → � , ( ) 2 2f x x
x

= + �i ( ) lng x x x= .

5p  a) S� se verifice c� ( )
2

1

72ln 2
3

f x dx = +� .

5p     b) S� se arate c� ( )
2

1

32ln 2
4

g x dx = −� .

5p     c) S� se arate c�  exist� ( )0 1;2x ∈  astfel încât ( ) ( )0 0 3f x g x> + .

Varianta 46
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47 SUBIECTUL III (30p) – Varianta 047
1. Se consider� func�ia [ ): 1,f + ∞ → � , ( ) 2lnf x x x= − .

5p     a) S� se calculeze ( ) [ ), 1;f x x′ ∈ +∞ .

5p  b) S� se demonstreze c� 2010 1ln
2009 2

≤ .

5p  c) Folosind faptul c� 21 2x x≤ ≤ ≤ , oricare ar fi 1, 2x � �∈ 	 
 , s� se demonstreze inegalitatea 

2 2lnx x x− ≤ , pentru orice 1, 2x � �∈ 	 
 .

2. Pentru fiecare n∈�  se consider�
3

2
2

.
1

n
n

xI dx
x

=
−�

5p    a) S� se arate c� 0
1 3ln
2 2

I = .

5p b) S� se calculeze 1I .

5p c) S� se demonstreze c�
1 1

2
3 2 ,

1

n n
n nI I

n

+ +

+
−− =
+

oricare ar fi n∈� .

Varianta 47

48 SUBIECTUL III (30p) – Varianta 048

1. Se consider� func�ia ( ): 0,f + ∞ → � , ( ) 1 1
1

f x
x x

= −
+

.

5p a) S� se arate c� ( )
( )2 2

1 1

1
f x

xx
′ = −

+
, pentru orice 0x > .

5p b) S� se demonstreze c� ( )1 1 ,
1

f x
x x

− ≥
+

 oricare ar fi ( )1;x∈ +∞ .

5p c) S� se calculeze ( ) 1lim  
x

x f x f
x→+∞

� �� �

 �
 �

� �� �
.

2. Se consider� ( )
3

2
1

1
1

n nI dx
x x

=
+� , unde n∈� .

5p  a) S� se verifice c� 0 2
3 1

3
I I −+ = .

5p b) Utilizând identitatea ( ) 22
1 1

11
x

x xx x
= −

++
 adev�rat� pentru orice 0x ≠ , s� se determine 1I .

5p c) S� se arate c� 2
1

1n nI I
n−+ <

−
, oricare ar fi n∈� , 2n ≥ .

Varianta 48
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49 SUBIECTUL III (30p) – Varianta 049
1. Se consider� func�ia ( ): 0,f + ∞ → � , ( ) ( )2 lnf x x x= − .

5p     a) S� se calculeze ( ) ( ), 0,f x x′ ∈ ∞ .

5p  b) S� se calculeze ( ) ( )
1

1
lim

1x

f x f
x→

−
−

.

5p  c) S� se arate c� func�ia f ′  este cresc�toare pe ( )0,+ ∞ .

2. Se consider� func�iile ( ), : 0,f g + ∞ → � , ( ) lnf x x x= + �i ( ) 2
2
xg x

x
+= .

5p  a) S� se arate c� func�ia f  este o primitiv� a func�iei g .

5p     b) S� se calculeze ( ) ( )
4

1

f x g x dx⋅� .

5p     c) S� se demonstreze c� ( ) ( )
4

1

1g x f x dx′′⋅ = −� .

Varianta 49

50 SUBIECTUL III (30p) – Varianta 050

1. Se consider� func�ia :f →� �  , ( ) 1 , 0

, 0x
x x

f x
e x

� + ≥�= �
<��

.

5p     a) S� se studieze continuitatea func�iei f  în punctul 0 0x = .
5p  b) S� se determine ecua�ia asimptotei c�tre −∞  la graficul func�iei f .
5p  c) S� se demonstreze c� func�ia f  este concav� pe intervalul ( )0,+ ∞ .

2. Se consider� func�iile , :f g →� �  ,  ( ) 2xf x e= �i ( )g x x= .

5p  a) S� se determine ( ) [ ), 0;f x dx x∈ ∞� .

5p     b) S� se calculeze ( ) ( )
1

0

f x g x dx⋅� .

5p     c) S� se verifice c� ( ) ( )
1

50 99

0

1
100
ef x g x dx −⋅ =� .

Varianta 50
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51 SUBIECTUL III (30p) – Varianta 051

1. Se consider� func�ia :f →� � , ( )f x =
2 3 , 1
ln , 1    

x x
x x
+ ≤�

� >�
.

5p   a) S� se studieze continuitatea func�iei  f  în punctul 0 1x = .

5p   b) S� se calculeze ( )
lim

x

f x
x→+∞

.

5p   c) S� se determine
( ) ( )2 2009

2009

...
lim

x x x

x

f e f e f e

x→+∞

� �+ + + 
 �
� � .

2. Se consider� func�iile , :f F →� �  , ( ) 2 2xf x e x x= + + �i ( )
3

2 1
3

x xF x e x= + + + .

5p   a) S� se arate c� func�ia F este o primitiv� a func�iei  f .

5p   b) S� se calculeze ( )
1

0

f x dx� .

5p   c) S� se calculeze aria suprafe�ei plane m�rginite de graficul func�iei [ ]: 0,1 ,h → �

( ) ( ) 2 2
1x

f x x x
h x

e
− −

=
+

 , axa Ox �i dreptele de ecua�ii 0 �i 1x x= = .

Varianta 51

52 SUBIECTUL III (30p) – Varianta 052

1. Se consider� func�ia :f →� � , ( )f x =
6 , 4

, 4

ax x
x x

− <��
�

≥��
, unde a  este parametru real. 

5p a)  S� se determine valoarea real� a lui a  astfel încât func�ia f s� fie continu� în punctul 0 4x = .
5p   b) S� se calculeze ( )9f ′ .

5p   c) S� se determine ecua�ia tangentei la graficul func�iei   f în punctul ( )9,3A .

2. Pentru oricare n∈�  se consider� func�iile [ ): 0,nf ∞ → �  , ( )0 1f x = �i ( ) ( )1
0

x

n nf x f t dt+ = � .

5p a)   S� se determine ( )1f x , unde [ )0 ,x ∈ ∞ .

5p b)   S� se demonstreze c� ( )
2

1
1

1ln
4

e ef x x dx +⋅ =� .

5p   c) S� se calculeze volumul corpului ob�inut prin rota�ia în jurul axei Ox, a graficului func�iei
[ ]: 0,1g →� , [ ]2( ) ( ), 0,1g x f x x= ∈ .

Varianta 52
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53 SUBIECTUL III (30p) – Varianta 053

5p 1.  a) S� se calculeze 
2

21

3 2 1lim
3 4 1x

x x
x x→

− −
− +

.

5p      b) S� se determine intervalele de convexitate �i intervalele de concavitate ale func�iei :f →� �  ,

( ) 4 26 18 12f x x x x= − + + .

5p     c) Se consider� func�ia ( ): 0,g +∞ → �  , ( ) ( )2 1 lng x x x= − . S� se demonstreze c� ( ) 0,g x ≥  oricare  

    ar fi ( )0;x∈ +∞ .

2. Se consider� func�ia :f →� �  , ( )
1,             0

1 ,    0
1

x x
f x

x x
x

+ <�
�= � − ≥� +�

5p   a) S� se demonstreze c� func�ia f  admite primitive pe � .

5p   b) S� se calculeze ( )
1

0

f x dx� .

5p   c) S� se determine aria suprafe�ei plane cuprinse între graficul func�iei ( ) ( )2: ,g g x x f x→ = −� � ,

  axa Ox �i dreptele de ecua�ii 1x = �i 2x = .

Varianta 53

54 SUBIECTUL III (30p) – Varianta 054

1. Se consider� func�iile , :f g →� �  , ( )
2

2
1
1

xf x
x

−=
+
�i ( ) 1

x
xg x
e
−= .

5p   a) S� se verifice c� ( ) ( )
2

2
lim 0

2x

g x g
x→

−
=

−
.

5p   b) S� se determine coordonatele punctului de extrem al func�iei f.
5p   c) S� se demonstreze c� ( ) ( ) 2

11g x f x
e

− ≤ + , oricare ar fi x∈� .

2. Se consider� func�iile [ ), : 0;f g +∞ → �  , ( ) 1
1

f x
x

=
+

�i ( ) 2
21

1
xg x

x
= +

+
.

5p   a) S� se verifice c� ( )
1

0

ln 2f x dx =� .

5p   b) S� se calculeze  ( )
1

0

g x dx� .

5p   c) S� se arate c� exist� ( )0 0;1x ∈  astfel încât ( ) ( )0 0 02f x g x x< − .

Varianta 54
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55 SUBIECTUL III (30p) – Varianta 055

1. Se consider� func�ia :f →� �  , ( ) 3 1 , 1
2 , 1

x xf x
ax x
� + ≤�= �

+ >��
.

5p   a) S� se determine valoarea parametrului real a astfel încât func�ia f  s� fie continu� în punctul 0 1x = .
5p   b) S� se determine ecua�ia asimptotei orizontale c�tre −∞  la graficul func�iei f .

5p   c) S� se calculeze ( )( )( )lim 1
x

f x x
→−∞

− ⋅ .

2. Se consider� func�ia [ ): 0,F +∞ → �  , ( ) 1 1
1 2

F x
x x

= −
+ +

.

5p a)   S� se determine func�ia [ ): 0,f +∞ → �  astfel încât func�ia F  s� fie o primitiv� pentru func�ia  f . 
5p   b) S� se demonstreze c� func�ia F  este descresc�toare pe [ )0,+∞ .

5p   c) S� se demonstreze c�
1

0

1 1( ) 
6 2

F x dx≤ ≤� .

Varianta 55

56 SUBIECTUL III (30p) – Varianta 056
1. Se consider� func�ia :f →� � , ( ) 1xf x e x= − − .

5p   a) S� se calculeze ( ),f x x′ ∈� .

5p   b) S� se calculeze ( )
( )lim

x

f x
f x→+∞

′
′′

.

5p   c) S� se arate c� 2009 20102010 2009e e+ ≤ + .

2. Se consider� func�iile [ ) ( )
3

, : 0, ,
1

xf g f x
x

+∞ → =
+

� �i ( ) ( )"g x f x= .

5p   a) S� se calculeze  ( )
2

0

1 ( )x f x dx+� .

5p   b) S� se calculeze 
1

0

( )g x dx� .

5p   c) S� se determine primitiva func�iei g a c�rei asimptot� spre +∞ este dreapta de ecua�ie 2 .y x=

Varianta 56
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57 SUBIECTUL III (30p) – Varianta 057
1. Se consider� func�ia :f →� � , ( ) 1xf x e ex= − − .

5p   a) S� se calculeze ( ),f x x′ ∈� .
5p   b) S� se arate c� func�ia f  este convex� pe � .
5p   c) S� se determine coordonatele punctului de intersec�ie dintre tangenta la graficul func�iei  f în punctul  

( )0,0O �i dreapta de ecua�ie 1x = .

2. Se consider� func�ia :f →� �  , ( )
3 ,         0

,  0

x xf x
x x x

� ≤�= �
+ >��

.

5p   a) S� se arate c� func�ia f  admite primitive pe � .

5p   b) S� se calculeze ( )
1

1

.f x dx
−
�

5p   c) S� se demonstreze c� dac� ( ) ( ) ,
b c

a b
f x dx f x dx=� � unde a,b,c  sunt numere reale �i func�ia :F →� �

 este o primitiv� a func�iei ,f  atunci numerele ( ) ( ) ( ), ,  F a F b F c  sunt termeni consecutivi ai unei  
   progresii aritmetice. 

Varianta 57

58 SUBIECTUL III (30p) – Varianta 058
1. Se consider� func�ia ( ): 0,f +∞ → �  , ( ) lnf x x x= − .

5p a) S� se calculeze ( )( ), 0,f x x′ ∈ +∞ .
5p   b) S� se determine intervalele de monotonie ale func�iei  f .
5p   c) S� se demonstreze c� ( )1 ln , oricare ar fi 0,x x x≥ + ∈ +∞ .

5p  2. a) S� se calculeze 
( )2

0
3

1
lim .

1

x

x

t t dt

x→+∞

+ +

+

�

5p      b) Se consider� func�ia ( ): 0, ,f + ∞ → � ( ) 2
1 .f x
x

=  S� se determine primitiva ( ): 0,F + ∞ → � a

    func�iei ,f  care verific� rela�ia (1) 0.F =
5p      c) S� se determine num�rul real pozitiv a �tiind c� volumul corpului ob�inut prin rota�ia în jurul axei Ox,

     a graficului func�iei [ ]: 0,1f → � , ( ) 2f x ax=   este egal cu 5 .π

Varianta 58
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59 SUBIECTUL III (30p) – Varianta 059

1. Se consider� func�ia { }: 1f →\� � , ( ) 1
1

xf x
x

+=
−

.

5p   a) S� se calculeze { }( ), \ 1f x x′ ∈� .

5p   b) S� se calculeze ( ) ( )
 1

1
lim

1x

f x f
x→ −

− −
+

.

5p   c) S� se determine asimptota orizontal� c�tre  +� la graficul func�iei f .

2.  Pentru orice num�r natural nenul n  se consider� [ ]: 0,1nf → �  , ( ) n x
nf x x e= �i ( )

1

0
n nI f x dx= � .

5p   a) S� se verifice c� ( )
1

1
0

1
2

xe f x dx− =� .

5p   b) S� se calculeze 1I .
5p   c) S� se demonstreze c� 1n nI nI e−+ = , oricare ar fi , 2n n∈ ≥� .

Varianta 59

� p �
60 SUBIECTUL III (30p) – Varianta 060

5p 1. a) S� se studieze continuitatea func�iei :f →� � , ( ) 1 , 1
2 1 , 1

x x
f x

x x
− + <�

= � − ≥�
 în punctul 0 1x = .

5p     b) S� se calculeze derivata func�iei :g →� � , ( ) 3 22 15 24 1g x x x x= − + − .

5p     c) S� se determine num�rul real pozitiv a astfel încât
2 2

lim 32
x a

x a
x a→

− =
−

.

2. Pentru fiecare n∈� se consider� func�iile [ ]: 1,2nf → � , ( ) 1 1 1 1 .
1 2nf x

x x x x n
= + + + +

+ + +
�

5p   a) S� se calculeze  
2

0
1

( ) .f x dx�
5p   b) Pentru n∈� s� se calculeze aria suprafe�ei plane determinate de graficul func�iei nf , axa Ox 

�i dreptele 1,  2x x= = .

5p   c) �tiind c� F este o primitiv� a func�iei 1f , s� se arate c� func�ia [ ]: 1,2 ,G → � 5( ) ( )
6

G x F x x= − este 

  cresc�toare.

Varianta 60
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61 SUBIECTUL III (30p) – Varianta 061
1. Se consider� func�ia :f →� �  , ( ) 2 ln 2xf x x= − .

5p     a) S� se calculeze ( ),f x x′ ∈� .

5p     b) S� se calculeze ( ) ( )
3

3
lim

3x

f x f
x→

−
−

.

5p     c) S� se determine punctul de extrem al func�iei  f .
5p 2. a) S� se determine primitivele func�iei :f →� �  , ( ) xf x e= .
5p b) S� se calculeze volumul corpului ob�inut prin rota�ia în jurul axei Ox, a graficului func�iei  

[ ]: 1, ,g e →� ( ) ln xg x
x

= .

5p c) S� se calculeze  ( )
3

1

1
2

dx
x x +� .

Varianta 61

62 SUBIECTUL III (30p) – Varianta 062

1. Se consider� func�ia { }: \ 3f →� � , ( ) 1
3

xf x
x

+=
−

.

5p   a) S� se calculeze ( ) { }, \ 3 .f x x′ ∈�

5p   b) S� se calculeze 
4

( ) (4)lim
4x

f x f
x→

−
−

.

5p c) S� se determine ecua�ia asimptotei orizontale c�tre +∞  la graficul func�iei f . 

2. Se consider� func�ia [ ): 0,f +∞ → � , ( ) 1
1

f x
x

=
+

.

5p   a) S� se calculeze 
1

0

( )f x dx� .

5p b)  S� se calculeze volumul corpului ob�inut prin rota�ia în jurul axei Ox, a graficului func�iei [ ]: 0,2 ,h → �

( ) ( ).h x f x=

5p   c) S� se arate c� dac�, 0a > , atunci  ( )
11 1 .

2 1

a

a
f x dx

a a

+
≤ ≤

+ +�

Varianta 62
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63 SUBIECTUL III (30p) – Varianta 063

1. Se consider� func�ia [ ): 1 ,f + ∞ → �  , ( ) 1x xf x e
x
−= + .

5p a) S� se calculeze [ )( ), 1 ,f x x′ ∈ + ∞ .
5p   b) S� se studieze monotonia func�iei  f  pe [ )1, + ∞ .

5p c) S� se scrie ecua�ia tangentei la graficul func�iei  f  în punctul ( )1 ,A e .

2. Se consider� func�ia ( ) 2

5 , 1
: ,

3 1, 1

x x
f f x

x x
+ < −��→ = �

+ ≥ −��
� � .

5p   a) S� se demonstreze c� func�ia  f admite primitive. 

5p ��b)���S� se calculeze ( )
2

3

.f x dx
−

−
� �

5p c)   S� se arate c�, pentru orice [ )1,m∈ − ∞  aria suprafe�ei plane determinate de graficul func�iei  f , axa 

Ox �i dreptele de ecua�ii �i 1x m x m= = + este cel pu�in 5
4

.

Varianta 63

64 SUBIECTUL III (30p) – Varianta 064

1. Se consider� func�iile [ ), : 0,f h + ∞ → � , ( )
2 1

xf x
x

=
+

�i ( ) ( )2h x f x= .

5p a) S� se verifice c� ( )
( )22

2 ,
1

xh x
x

′ =
+

oricare ar fi 0x ≥ .

5p   b)   S� se determine ecua�ia asimptotei c�tre +∞  la graficul func�iei f .
5p c)   S� se demonstreze c� func�ia h  este cresc�toare pe intervalul [ )0; .+∞

2. Se consider� func�ia [ ): 0,f +∞ → � , ( ) 1 1 1
1 3

f x
x x

= − +
+ +

.

5p a)   S� se arate c� ( )( ) ( )
1

0

221 3
3

x x f x dx+ + =� .

5p   b) S� se calculeze ( )
1

0

f x dx� .

5p c)   S� se determine num�rul real pozitiv k astfel încât aria suprafe�ei plane determinate de graficul 
        func�iei  f , axa Ox �i dreptele de ecua�ii 0 �ix x k= =  s� fie egal� cu lnk k+ .

Varianta 64
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65 SUBIECTUL III (30p) – Varianta 065

1. Se consider� func�ia :f →� �  , ( ) 2
2

1
xf x
x

=
+

.

5p a) S� se calculeze ( ) ,f x x′ ∈� .
5p   b) S� se determine punctele de extrem ale func�iei f .

5p c)   S� se demonstreze c� ( ) ( )3 2f x f x+ ≥ − , pentru orice  x∈� .

2. Se consider� func�ia :f →� �  , ( ) 2f x x= + .

5p   a) S� se calculeze ( )
1

0

f x dx� .

5p   b)  S� se calculeze ( )
1

0

xe f x dx� .

5p c) S� se determine num�rul real p  astfel încât volumul corpului ob�inut prin rota�ia în jurul axei Ox, a 
  graficului func�iei [ ] ( ) ( ): 0,1 ,h h x f px→ =� , pentru orice [ ]0,1x ∈ s� fie minim. 

Varianta 65

66 SUBIECTUL III (30p) – Varianta 066

1. Se consider� func�ia : ,f →� � ( )
2 3 , 0

2
3 , 0
2

x x
xf x
x x

+� ≥�� += �
� + <
��

.

5p   a) S� se studieze continuitatea func�iei  f  în punctul 0 0x = .
5p     b) S� se determine ecua�ia asimptotei orizontale c�tre +∞  la graficul func�iei f.

5p     c) S� se arate c� ( ) [ )3 , 2 , oricare ar fi  0;
2

f x x� �∈ ∈ +∞��	 �
.

5p 2. a) S� se calculeze  
2

2
1

1
2

dx
x x+� .

5p     b) S� se demonstreze c�
1

0

1.
1

x dx
x

≤
+�

5p      c) Se consider� func�ia ( ): 0; ,f +∞ → � ( ) 1f x
x

= �i numerele reale pozitive a, b �i c. S� se  

     demonstreze c�, dac� numerele ( )
1

a
f x dx� , ( )

1

b
f x dx� , ( )

1

c
f x dx�  sunt termeni consecutivi ai unei   

     progresii aritmetice, atunci numerele a , b , c sunt termeni consecutivi ai unei progresii geometrice. 

Varianta 66
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67 SUBIECTUL III (30p) – Varianta 067
1. Se consider� func�iile , : ,f g →� � ( ) 3 23 4f x x x= − + �i ( ) 3 25 8 4g x x x x= − + − .

5p   a) S� se calculeze ( ) ( ),f x g x x′ ′− ∈� .

5p   b) S� se calculeze ( )
( )2

lim  
x

f x
g x→

.

5p   c) S� se demonstreze c� ( ) 0f x ≥ , ( )oricare ar fi  0 , .x ∈ + ∞

2. Se consider� func�iile ( ), : 0 , ,f F ∞ → � ( ) 1x xf x e
x
−= + �i ( ) lnxF x e x x= + − .

5p   a) S� se demonstreze c� func�ia F  este o primitiv� pentru func�ia f .

5p   b) S� se calculeze ( )( )
2

1

lnx F x x x dx− +� .

5p   c) S� se determine parametrul real m astfel încât aria suprafe�ei plane cuprinse între graficul func�iei f ,

  axa Ox �i dreptele de ecua�ii 1x = �i x e=  s� fie egal� cu 2me − .

Varianta 67

68 SUBIECTUL III (30p) – Varianta 068
1. Se consider� func�ia :f →� � , ( ) 3 3f x x x= + .

5p   a) S� se calculeze ( ) , .f x x′ ∈�
5p   b) S� se arate c� func�ia f este cresc�toare pe � .

5p   c) S� se calculeze 3
( )lim

x

f x
x→ −∞

.

2. Se consider� func�ia :f →� � , ( ) ( ]
( )

1 , ,1
2

ln 2, 1 ,

x x
xf x

x x

+� ∈ −∞� −= �
� − ∈ + ∞�

.

5p   a) S� se demonstreze c� func�ia f  admite primitive pe � .

5p   b) S� se calculeze 
1

0

( 2) ( )x f x dx−� .

5p   c) S� se calculeze ( )( )
1

1lim  2
x

x
f t dt

x→+∞
+� .

Varianta 68
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69 SUBIECTUL III (30p) – Varianta 069

1. Se consider� func�ia ( ): 0,f + ∞ → � , ( )
2

ln
2
xf x x= + .

5p   a) S� se calculeze ( )( ), 0;f x x′ ∈ +∞ .
5p

  b) S� se calculeze ( ) ( )
1

1
lim  .

1x

f x f
x→

−
−

5p   c) S� se determine intervalele de convexitate �i intervalele de concavitate ale func�iei f . 
2. Se consider� func�ia [ ): 0,f +∞ →� , ( ) ( )1 ,nf x x n ∗= + ∈� .

5p   a) Pentru 2n = s� se calculeze  ( )
2

1

f x dx� .

5p   b) Pentru 1n = − s� se determine [ )0;a ∈ +∞  astfel încât ( )
0

0
a

f x dx =� .

5p   c) S� se calculeze ( )
1

0

( ) .f x f x dx′�

Varianta 69

70 SUBIECTUL III (30p) – Varianta 070
1. Se consider� func�ia ( ): 0,f + ∞ → � , ( )f x x x= + .

5p   a) S� se calculeze ( )( ), 0,f x x′ ∈ + ∞ .
5p   b) S� se arate c� func�ia f  este cresc�toare pe  ( )0,+ ∞ .
5p   c) S� se determine coordonatele punctului graficului func�iei ,f  în care tangenta la grafic 

  are panta egal� cu 3
2

.

2. Se consider� func�ia [ ): 0;f +∞ → � , ( ) 1 1 .
1 2

f x
x x

= +
+ +

5p   a) S� se verifice c� ( )( ) ( ) 21 2 3 , 0x x f x dx x x x+ + = + + ≥� � .

5p   b) S� se calculeze ( )
1

0

f x dx� .

5p   c) S� se calculeze volumul corpului ob�inut prin rota�ia în jurul axei Ox, a graficului func�iei  

[ ]: 0 ,1 ,h → � ( ) ( ) ( ) 11
1

h x f x f x
x

= − + −
+

.

Varianta 70
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71 SUBIECTUL III (30p) – Varianta 071
1. Pentru orice n ∈�  se consider� func�iile ( ): 0,nf ∞ → � , ( )0 lnf x x= �i ( ) ( )1n nf x f x−′= .

5p   a) S� se determine func�ia 1f .
5p   b) S� se determine ecua�ia asimptotei c�tre +∞  la graficul func�iei 2f .

5p   c) S� se arate c� ( ) ( )0
1

1 1f x
f x

≤ − , oricare ar fi ( )0,x ∈ + ∞ .

2. Se consider� func�ia :f →� � , ( ) 2
2

1
xf x
x

=
+

.

5p   a) S� se calculeze ( )
1

0

e
f x dx

−

� .

5p   b) S� se demonstreze c� orice primitiv� a func�iei  f  este func�ie cresc�toare pe intervalul ( )0 , + ∞ .

5p c) S� se demonstreze c� ( ) ( ) ( ) ( )
1 2 3 4

0 1 2 3

f x dx f x dx f x dx f x dx+ > +� � � � .

Varianta 71

72 SUBIECTUL III (30p) – Varianta 072

1. Se consider� func�ia :f ∗ →� �  , ( ) 3 3f x x
x

= + .

5p   a) S� se calculeze ( ),f x x ∗′ ∈� .

5p   b) S� se calculeze ( ) ( )
1

1
lim

1x

f x f
x→

−
−

.

5p   c) S� se determine intervalele de monotonie ale func�iei  f .
2. Se consider� func�ia [ ]: 0,1f → � , ( ) 22f x x x= − .

5p   a) S� se calculeze volumul corpului ob�inut prin rota�ia în jurul axei Ox, a graficului func�iei f .

5p   b) S� se calculeze  
1

0

( )f x dx� .

5p   c) S� se calculeze 0
20

( )

lim

x

x

f t dt

x→

�
.

Varianta 72
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73 SUBIECTUL III (30p) – Varianta 073

1. Se consider� func�ia :f →� �  , ( )

2

2

2

3 , 1
1 ,  unde 

2 , 1
2

x x
xf x a
x a x

x

� + ≤�� += ∈�
+� >� +�

� .

5p a) S� se determine num�rul real a astfel încât func�ia f  s� fie continu� în punctul 0 1x = .
5p   b) S� se determine ecua�ia asimptotei orizontale c�tre −∞  la graficului func�iei  f .
5p   c) S� se determine num�rul real a astfel încât panta tangentei la grafic în punctul ( )( )2; 2f  s� fie egal� cu 1.

2. Se consider� func�ia :f →� � , ( ) 2xf x e= .

5p   a) S� se verifice c� ( )
1

0

1f x dx e= −� .

5p   b) S� se calculeze  ( )
1

0

x f x dx� .

5p   c) S� se demonstreze c� ( )
1

0

1 f x dx e≤ ≤� .

Varianta 73

74 SUBIECTUL III (30p) – Varianta 074

1. Se consider� func�iile { }, : 1, 2f h →\� �  , ( ) ( )( )1 2f x x x= − − �i ( ) ( )
( )
'f x

h x
f x

= .

5p   a) S� se arate c� ( ) 1 1
1 2

h x
x x

= +
− −

.

5p   b) S� se demonstreze c� func�ia h este descresc�toare pe ( );1−∞ .

5p   c) S� se arate c� ( )( ) ( ) ( )2' ''f x f x f x≥ ⋅ , pentru orice { }\ 1; 2x∈� .

2. Se consider� func�ia :f →� �  , ( ) 2009 1f x x x= + + .
5p a) S� se calculeze volumul corpului ob�inut prin rota�ia în jurul axei Ox, a graficului func�iei [ ]: 1 , 3 ,h → �

( ) ( ) 2009 1h x f x x= − − .
5p   b) S� se determine primitiva :F →� �  a func�iei  f , care  verific� condi�ia (0) 1.F =

5p   c) S� se calculeze 
( )

0
2010lim

x

x

f t dt

x→+∞

�
.

Varianta 74
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75 SUBIECTUL III (30p) – Varianta 075

1. Se consider� func�ia :f →� � , ( ) 2
1 , 0

1
2 1, 0

x
f x x

x x

� ≤�= +�
�− + >�

.

5p   a) S� se studieze continuitatea func�iei f  în punctul 0 0x = .
5p   b) S� se demonstreze c� func�ia f  este cresc�toare pe intervalul ( ),0−∞ .

5p   c) S� se determine ecua�ia tangentei la graficul func�iei f  în punctul 11,
2

A� �−
 �
� �

.

2. Pentru fiecare *n∈�  se consider� func�ia :nf →� � , ( )
( )2

1

1
n nf x

x
=

+
 .

5p   a) S� se verifice c� ( )1
1

1 1
e

f x dx− =� .

5p   b) S� se determine primitiva G a func�iei : ,g →� � ( ) ( )2

1g x
f x

= , care verific� rela�ia ( ) 131
15

G = .

5p   c) S� se calculeze ( )
1

0

,nx f x dx⋅� unde , 2n n∈ ≥� .

Varianta 75

76 SUBIECTUL III (30p) – Varianta 076

1. Se consider� func�ia ( ) ( ) 1: 0, , xf f x
x

−+∞ → =� .

5p   a) S� se verifice c� ( ) 1
2
xf x
x x
+′ = , pentru orice ( )0;x∈ +∞ .

5p   b) S� se arate c� 2009 2011 2010 2010≤ .
5p   c) S� se arate c� func�ia f  nu are asimptot� c�tre +∞ .

2. Se consider� func�ia ( )
( )

2 2, 1
: ,

1 ln , 1
x x xf f x
x x x

� + − <�→ = �
+ ≥��

� � .

5p   a) S� se arate c� func�ia f  admite primitive pe � .

5p   b) S� se verifice c� ( )
1

0

7
6

f x dx = −� .

5p   c) S� se calculeze volumul corpului ob�inut prin rota�ia în jurul axei Ox, a graficului func�iei  

[ ] ( ) ( ): 1; ,
1

f xh e h x
x

→ =
+

� .

Varianta 76
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77 SUBIECTUL III (30p) – Varianta 077
1. Se consider� func�ia ( ): 0,f +∞ → � , ( ) ( )3 lnf x x x= − .

5p   a) S� se calculeze ( ) ( ), 0,f x x′ ∈ +∞ .

5p   b) S� se calculeze 
1

( ) (1)lim
1x

f x f
x→

−
−

.

5p   c) S� se demonstreze c� func�ia  f  este convex� pe ( )0, .+∞

2. Se consider� func�iile , :F f →� � , ( ) xF x x e= ⋅ �i ( ) ( )1 xf x x e= + .
5p   a) S� se verifice c� func�ia  F  este o primitiv� a func�iei f .
5p   b) S� se determine aria suprafe�ei plane cuprinse între graficul func�iei F, axa Ox �i dreptele de ecua�ii 

0x = �i 1x = .

5p   c) S� se calculeze 
( ) ( )1

0 1x
F x f x

dx
e

−

+� .

Varianta 77

787 SUBIECTUL III (30p) – Varianta 078
78

1. Se consider� func�ia :f →� � , ( )
2

2 1
xf x

x
=

+
.

5p   a) S� se verifice c� ( )
( )22

2 0
1

xf x
x

′ − =
+

 pentru orice x∈� .

5p   b) S� se determine ecua�ia asimptotei c�tre +∞  la graficul func�iei  f.
5p   c) S� se arate c� ( ) ( )3 32008 2009f f≤ .

2. Se consider� func�iile [ ], : 0,1f g → � , ( ) 2xf x = �i ( ) xg x x e= ⋅ .

5p   a) S� se determine ( )f x dx� .

5p   b) S� se determine aria suprafe�ei plane cuprinse între graficul func�iei g , axa Ox �i dreptele de 
ecua�ii 0x = �i 1x = .

5p   c) S� se calculeze 0
0

( )

lim

x

x

f t dt

x→

�
.

Varianta 78
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79 SUBIECTUL III (30p) – Varianta 079
1. Se consider� func�ia :f →� � , ( ) 2 3x xf x = + .

5p   a) S� se calculeze ( ) ,f x x′ ∈� .
5p   b) S� se determine asimptota spre −∞  a func�iei f .
5p   c) S� se arate c� func�ia f este convex� pe � .

2. Pentru fiecare *n∈�  se consider� func�iile [ ]: 0,1nf → � , ( )
1

n
n

xf x
x

=
+

.

5p   a) S� se calculeze ( ) ( )

1
2

2
0

1x f x dx+ ⋅� .

5p   b) S� se determine aria suprafe�ei plane cuprinse între graficul func�iei 1f , axa Ox �i dreptele de ecua�ii 
0x = �i 1x = .

5p   c) S� se arate c� ( )
1

2009
0

 ln 2f x dx ≤� .

Varianta 79

80 SUBIECTUL III (30p) – Varianta 080

1. Se consider� func�ia { }: 1f →\� � , ( ) 11
1

f x x
x

= + +
−

.

5p   a) S� se verifice c� ( )
( )

2

2
2

1

x xf x
x

−′ =
−

 pentru orice { }1x ∈ \� .

5p   b) S� se determine ecua�ia asimptotei oblice c�tre +∞  la graficul func�iei f.
5p   c) S� se demonstreze c� ( ) 4f x ≥ , pentru orice ( )1;x∈ +∞ .

2. Pentru fiecare n∈�  se consider� func�iile :nf →� � , ( )
1

x
n nx

ef x
e

=
+

.

5p   a) S� se calculeze ( )0f x dx� , x∈� .

5p   b) S� se determine aria suprafe�ei plane cuprinse între graficul func�iei 1f , axa Ox �i dreptele de ecua�ii
0x = �i 1x = .

5p   c) S� se arate c� ( ) ( )
1 1

1
0 0

  ,n nf x dx f x dx+ ≤� �  pentru orice n∈� .

Varianta 80
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81 SUBIECTUL III (30p) – Varianta 081
1. Se consider� func�ia ( ): 0,f +∞ → � , ( ) 32 3f x x x= − .

5p   a) S� se verifice c� ( )
3 2

1 1f x
x x

′ = − , pentru orice 0x > .

5p   b) S� se determine ecua�ia tangentei  la graficul func�iei f  în punctul ( )1; 1A − .
5p   c) S� se arate c� ( ) 1f x ≥ − , pentru orice 0x > .

2. Se consider� func�ia :af →� � , ( ) 1af x ax= + , unde a∈� .

5p   a) S� se determine a∈�  astfel încât func�ia :F →� � , ( ) 2 1F x x x= + +  s� fie o primitiv� a func�iei af .

5p   b) S� se calculeze ( )
1

1
0

xe f x dx�  . 

5p   c) S� se demonstreze c� ( )
1

2

0

1
4af x dx ≥�  pentru orice a∈� .

Varianta 81

82 SUBIECTUL III (30p) – Varianta 082
1. Se consider� func�ia ( ): 0;f +∞ → � , ( ) ( )3f x x x= − .

5p   a) S� se verifice c� ( ) 3 3 ,
2
xf x

x
−′ =   pentru orice 0x > .

5p   b) S� se determine ecua�ia tangentei la graficul func�iei  f  în punctul ( )1; 2A − .

5p   c) S� se demonstreze c� 2 3x
x

+ ≥  pentru orice 0x > .

2. Pentru fiecare *n∈�  se consider� func�iile [ ]: 0,1nf → � , ( ) nx
nf x e= .

5p   a) S� se determine ( )1f x dx� .

5p   b) S� se calculeze ( )
1

1
0

x f x dx⋅� .

5p   c) S� se calculeze volumul corpului ob�inut prin rota�ia în jurul axei Ox, a graficului func�iei  
[ ]: 0,1g → � , ( ) ( )3g x x f x= ⋅ .

Varianta 82
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83 SUBIECTUL III (30p) – Varianta 083

1. Se consider� func�ia :f →� � , ( ) 13
2

x
xf x � �= − 
 �

� �
.

5p   a) S� se calculeze ( )f x′ , unde x∈� .

5p   b) S� se calculeze 
0

( ) (0)lim
x

f x f
x→

− .

5p   c) S� se demonstreze c� func�ia f  este cresc�toare pe � .

2. Se consider� func�ia ( ): 0,f +∞ → � , ( ) 1f x x
x

= + .

5p   a) S� se determine ( )f x dx� , unde 0x > .

5p   b) S� se calculeze volumul corpului ob�inut prin rota�ia în jurul axei Ox, a graficului func�iei  
[ ]: 1,2 ,g → �  definit� prin ( ) ( )g x f x= , [ ]1,2x ∈ .

5p   c) S� se calculeze ( )
1

ln
e

f x x dx� .

Varianta 83

84 SUBIECTUL III (30p) – Varianta 084

1. Se consider� func�ia :f →� � , ( )
2 1

x
x xf x

e
− += .

5p   a) S� se verifice c� ( )
2 3 2

x
x xf x

e
− + −′ = , pentru orice x∈� .

5p   b) S� se determine ecua�ia asimptotei orizontale spre +∞  la graficul func�iei f .

5p   c) S� se arate c� ( ) 1f x
e

≥  pentru orice 2x ≤ .

2. Se consider� func�ia [ ]: 0,1f → � , ( ) 2f x x= + .

5p   a) S� se determine ( )2f x dx� .

5p   b) S� se determine aria suprafe�ei plane cuprinse între graficul func�iei f , axa Ox �i dreptele de ecua�ii 
0x = �i 1x = .

5p   c) Folosind, eventual, faptul c� 2 3x + ≤  pentru orice [ ]0,1x ∈ , s� se arate c� ( )
1

2009

0

3
2010

x f x dx ≤� .

Varianta 84
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85 SUBIECTUL III (30p) – Varianta 085

1. Se consider� func�ia ( ): 0,f +∞ → � , ( )
2 1xf x
x
+= .

5p   a) S� se verifice c� ( )
2

2
1xf x

x
−′ = , pentru orice 0x > .

5p   b) S� se determine ecua�ia asimptotei oblice la graficul func�iei  f.
5p   c) S� se arate c� func�ia f este convex� pe (0, )+∞ .

2. Se consider� func�iile [ ], : 0,1f g → � , ( ) xf x e= �i ( ) x xg x e e−= + .
5p   a) S� se determine ( )f x dx� .

5p   b) S� se determine aria suprafe�ei plane cuprinse între graficul func�iei  [ ]: 0,1h → � , definit� prin    

( ) ( )h x x f x= , axa Ox �i dreptele de ecua�ii 0x = �i 1x = .
5p   c) S� se calculeze volumul corpului ob�inut prin rota�ia în jurul axei Ox, a graficului func�iei g.

Varianta 85

86 SUBIECTUL III (30p) – Varianta 086

1. Se consider� func�ia ( ): 0,f +∞ → � , ( ) ln xf x
x

= .

5p   a) S� se verifice c� ( ) 2
1 ln ,xf x

x
−′ =  pentru orice 0x > .

5p   b) S� se determine ecua�ia tangentei la graficul func�iei  f   în punctul 1,A e
e

� �

 �
� �

.

5p   c) S� se arate c� ln ,xx
e

≤  pentru orice 0x > .

2. Se consider� func�ia [ ]: 0,1 ,f → � ( ) 1f x x= − .
5p   a) S� se determine mul�imea primitivelor func�iei f.
5p   b) S� se calculeze volumul corpului ob�inut prin rota�ia în jurul axei Ox, a graficului func�iei  f.

5p   c) Folosind, eventual, faptul c� ,x x≥  pentru orice [ ]0,1 ,x ∈  s� se arate c� ( )
1

2009

0

1
2010

f x dx ≤� .

Varianta 86
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87 SUBIECTUL III (30p) – Varianta 087
1. Se consider� func�ia ( ) ( )2: , 2 1 xf f x x x e→ = + + ⋅� � .

5p   a) S� se verifice c� ( ) ( )( )1 3 xf x x x e′ = + + ⋅ , oricare ar fi x∈� .
5p   b) S� se determine ecua�ia asimptotei c�tre −∞  la graficul func�iei  f . 
5p   c) S� se demonstreze c� ( ) ( ) 3

82 4f f
e

− + − ≤ .

2. Se consider� func�ia ( )
2 3 2, 1: ,

ln , 1
x x xf f x

x x
� − + ≤�→ = �

>��
� � .

5p   a) S� se arate c� func�ia f admite primitive.
5p   b) S� se demonstreze c� orice primitiv� a func�iei f este convex� pe ( )1;+∞ .

5p   c) S� se calculeze ( )
0

e
f x dx� .

Varianta 87

88 SUBIECTUL III (30p) – Varianta 088
1. Se consider� func�ia :f →� � , ( ) 3 3 1f x x x= − + .

5p   a) S� se calculeze ( )1f ′ .
5p   b) S� se determine intervalele de convexitate �i intervalele de concavitate ale func�iei  f .
5p   c) S� se arate c� ( ) 3f x ≤ , pentru orice 2x ≤ .

2. Se consider� func�iile ( ), : 0;f F +∞ → � , ( ) 2
11f x
x

= − �i ( ) 1F x x
x

= + .

5p   a) S� se verifice c� func�ia F  este o primitiv� a func�iei f .
5p   b) S� se calculeze aria suprafe�ei plane cuprinse între graficul func�iei  f , axa Ox �i dreptele de ecua�ii

1x = �i 2x = .

5p   c) S� se calculeze ( )
1

ln  
e

F x x dx⋅� .

Varianta 88
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89 SUBIECTUL III (30p) – Varianta 089
1. Fie func�ia :f →� � , ( ) 3 22 3 1f x x x= − + .

5p   a) S� se calculeze ( )1f ′ .
5p   b) S� se determine intervalele de concavitate �i  intervalele de convexitate ale func�iei f.

5p   c) S� se arate c� ( ) 0f x ≥ , pentru orice 1
2

x ≥ − .

2. Se consider� func�iile [ ], : 0,1f g → � , ( ) xf x e= �i ( ) 1 xg x e −= .
5p   a) S� se determine mul�imea primitivelor func�iei f.
5p   b) S� se determine aria suprafe�ei plane cuprinse între graficul func�iei [ ]: 0,1h → � , ( ) ( )h x x f x= ⋅ ,

  axa Ox �i dreptele de ecua�ii 0x = �i 1x = .

5p   c) S� se arate c� ( ) ( )( )
1
2

0

 0g x f x dx− ≥� .

Varianta 89

90 SUBIECTUL III (30p) – Varianta 090
1. Se consider� func�ia ( ): 0,f +∞ → � , ( ) 2 lnf x x x= − .

5p   a) S� se verifice c� ( ) 1xf x
x
−′ = , pentru orice 0x > .

5p   b) S� se determine ecua�ia tangentei la graficul func�iei  f  în punctul ( )1;2A .

5p   c) S� se arate c� 2 2 lnx x≥ + , pentru orice 0x > .

2. Pentru fiecare *n∈�  se consider� func�iile [ ]: 0,1nf → � , ( ) ( )1 nn
nf x x x= + − .

5p   a) S� se determine mul�imea primitivelor func�iei 2f .
5p   b) S� se calculeze aria suprafe�ei plane cuprinse între graficul func�iei [ ]: 0,1g → � , ( ) ( )2

xg x e f x= ⋅ ,
  axa Ox �i dreptele de ecua�ii 0x = �i 1x = .

5p   c) S� se arate c� ( ) ( )
1 1

1
0 0

n nf x dx f x dx+≥� � , pentru orice n ∗∈� .

Varianta 90
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91 SUBIECTUL III (30p) – Varianta 091
1. Se consider� func�ia ( ): 0,f +∞ → � , ( ) 2 lnf x x x x= − − .

5p   a) S� se calculeze ( ) ( ), 0,f x x′ ∈ +∞ .

5p   b) S� se arate c� func�ia f  este convex� pe ( )0,+∞ .

5p   c) S� se arate c� ( ) 0,f x ≥ oricare ar fi 0x > .

2. Pentru fiecare *n∈�  se consider� func�iile [ ]: 0,2nf → � , ( ) ( )2 n
nf x x= − .

5p   a) S� se determine ( )1f x dx� , unde [ ]0,2x ∈ .

5p   b) S� se calculeze aria suprafe�ei plane cuprinse între graficul func�iei [ ]: 0,2 ,g → � ( ) ( )1
xg x f x e= ⋅ ,

  axa Ox �i dreptele de ecua�ii 0x = �i 2x = .
5p   c) S� se calculeze volumul corpului ob�inut prin rota�ia în jurul axei Ox, a graficului func�iei 5f .

Varianta 91

92 SUBIECTUL III (30p) – Varianta 092

1. Se consider� func�ia ( ): 0,f +∞ → � , ( )
xef x
x

= .

5p   a) S� se verifice c� ( ) ( )
2

1
,

xe xf x
x

−
′ =  pentru orice 0x > .

5p   b) S� se determine asimptota vertical� la graficul func�iei  f.
5p   c) S� se demonstreze c� ,xe ex≥  pentru orice 0x > .

2. Fie func�ia [ ]: 1,2f → � , ( ) 2f x x
x

= + .

5p   a) S� se determine mul�imea primitivelor func�iei f.
5p   b) S� se calculeze volumul corpului ob�inut prin rota�ia în jurul axei Ox, a graficului func�iei  f.

5p   c) S� se calculeze ( )
2

1

ln  f x x dx⋅� .
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93 SUBIECTUL III (30p) – Varianta 093

1. Se consider� func�ia :f →� � , ( ) ( )2 1 1xf x x e= + − .

5p   a) S� se verifice c� ( ) ( )21 ,xf x x e′ = + ⋅  pentru orice x∈� .
5p   b) S� se determine ecua�ia tangentei la graficul func�iei  f  în punctul ( )0;0O .
5p   c) S� se determine ecua�ia asimptotei c�tre −∞  la graficul func�iei f.

2. Pentru fiecare *n∈�  se consider� func�iile [ ]: 0,1nf → � , ( )
1

n
n

xf x
x

=
+

.

5p   a) S� se determine ( )1 1f x x dx⋅ +� .

5p   b) S� se calculeze volumul corpului ob�inut prin rota�ia în jurul axei Ox, a graficului func�iei 1f .

5p   c) Folosind, eventual, faptul c� 1 1x + ≥ , oricare ar fi [ ]0;1x∈ , s� se arate c� ( )
1

2009
0

1
2010

f x ≤� .

Varianta 93

94 SUBIECTUL III (30p) – Varianta 094
1. Se consider� func�ia :f →� � , ( ) xf x x e= ⋅ .

5p   a) S� se verifice c� ( ) ( )1 ,xf x x e′ = + ⋅  pentru orice x∈� .

5p   b) S� se determine intervalele de convexitate �i intervalele de concavitate ale func�iei  f.
5p   c) S� se determine ecua�ia asimptotei orizontale c�tre −∞  la graficul func�iei  f.

2. Pentru fiecare *n∈�  se consider� func�iile [ ]: 0,1nf → � , ( ) 2
1

n
n

x xf x
x
+ +=

+
.

5p   a) S� se determine ( )1x f x dx⋅� .

5p   b) S� se calculeze ( )
1

2
0

f x dx� .

5p   c) S� se arate c� aria suprafe�ei plane, cuprinse între graficul func�iei 2008f �i axa Ox �i dreptele  
0x = �i 1x = , este mai mic� sau egal� cu 2. 
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95 SUBIECTUL III (30p) – Varianta 095

1. Se consider� func�ia ( ): 1,f +∞ → � , ( )
2

1
xf x

x
=

−
.

5p   a) S� se verifice c� ( )
( )

2

2
2 ,

1

x xf x
x

−′ =
−

 pentru orice 1x > .

5p   b) S� se determine ecua�ia asimptotei oblice c�tre +∞  la graficul func�iei  f.
5p   c) S� se arate  c� ( ) ( )3 32 3f f≥ .

2. Se consider� func�iile [ ], : 0,1f g → � , ( ) 1f x x= − �i ( ) 1g x x= − .

5p   a) S� se determine ( )f x dx� .

5p   b) S� se calculeze aria suprafe�ei plane cuprinse între graficul func�iei g , axa Ox �i dreptele de ecua�ii
0x = �i 1x = .

5p   c) S� se calculeze ( )
1

1
ln  

e

f x x dx⋅� .

Varianta 95

96 SUBIECTUL III (30p) – Varianta 096

1. Se consider� func�ia ( ): 0, ,f +∞ → � ( ) ln xf x
x

= .

5p   a) S� se verifice c� ( ) 2
1 ln ,xf x

x
−′ = pentru orice 0x > .

5p   b) S� se determine ecua�ia asimptotei orizontale c�tre +∞  la graficul func�iei  f.
5p   c) S� se arate c� ( ) ( )2008 2009f f≥ .

2. Se consider� func�ia [ ]: 0,1 ,f → � ( )f x x= .
5p   a) S� se determine ( )f x dx� .

5p   b) S� se determine aria suprafe�ei plane cuprinse între graficul func�iei [ ]: 0,1 ,g → � ( ) ( )2

2 1
f xg x
x

=
+

,

  axa Ox �i dreptele de ecua�ii 0x = �i 1x = .
5p   c) S� se calculeze volumul corpului ob�inut prin rota�ia în jurul axei Ox, a graficului func�iei   

[ ]: 0,1 ,h → � ( ) ( )2
x

h x e f x= ⋅ , unde [ ]0,1x ∈ .
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97 SUBIECTUL III (30p) – Varianta 097

1. Se consider� func�ia :f →� � , ( )
2

2
1
1

x xf x
x x

− +=
+ +

.

5p   a) S� se verifice c� ( )
( )

2

22

2 2

1

xf x
x x

−′ =
+ +

‚ pentru orice x∈� .

5p   b) S� se determine ecua�ia asimptotei orizontale c�tre +∞  la graficul func�iei f.
5p   c) S� se arate c� ( ) ( )3 32009 2010f f≤ .

2. Fie func�ia [ ]: 1, ,f e → � ( ) lnf x x= .
5p   a) S� se determine ( )f x dx′� .

5p   b) S� se calculeze aria suprafe�ei plane cuprinse între graficul func�iei f , axa Ox �i dreptele de ecua�ii  
1x = �i x e= .

5p   c) S� se arate c� ( )
1

e
x ee f x dx e e≤ −� .

Varianta 97

98 SUBIECTUL III (30p) – Varianta 098

1. Se consider� func�ia ( ): 1,f +∞ → � , ( )
1

xef x
x

=
−

.

5p   a) S� se verifice c� ( ) ( )
( )2

2

1

xe x
f x

x
−

′ =
−

, pentru orice 1x > .

5p   b) S� se determine ecua�ia tangentei la graficul func�iei  f  în punctul ( )22;A e .

5p   c) S� se demonstreze c� ( ) 2f x e≥ , pentru orice 1x > .

2. Pentru fiecare *n∈�  se consider� func�iile [ ]: 1, 4 ,nf → � ( ) 4n
nf x x x= + .

5p   a) S� se verifice c� ( )
4

1
1

14 5 .
3

f x dx =�

5p   b)  S� se calculeze 
( )

4

2
21

2 .x dx
f x

+
�

5p   c) S� se determine volumul corpului ob�inut prin rota�ia în jurul axei Ox , a graficului func�iei  

[ ]: 1, 4 ,g → � ( ) ( )2

1g x
f x

= .
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99 SUBIECTUL III (30p) – Varianta 099
1. Se consider� func�ia ( ): 0,f +∞ → � , ( ) 32 3f x x x= + − .

5p   a) S� se verifice c� ( )
3 2

11f x
x

′ = − , pentru orice 0x > .

5p   b) S� se determine ecua�ia tangentei  la graficul func�iei  f  în punctul ( )1;0A .

5p   c) S� se arate c� 32
3

x x+ ≥ , pentru orice 0x > .

2. Se consider� func�ia [ ]: 0,1 ,f → � ( )
3

1
xf x

x
=

+
.

5p   a) S� se calculeze ( ) ( )
1

0

1x f x dx+ ⋅� .

5p   b) S� se calculeze aria suprafe�ei plane cuprinse între graficul func�iei f , axa Ox �i dreptele de ecua�ii
0x = �i 1x =  . 

5p   c) Folosind faptul c� ( )21 1 4x≤ + ≤  pentru orice [ ]0,1x ∈ , s� se arate c� volumul corpului ob�inut prin 

rota�ia în jurul axei Ox , a graficului func�iei ,f  este un num�r din intervalul ,
28 7
π π� �

� �	 

.

Varianta 99

100 SUBIECTUL III (30p) – Varianta 100

1. Se consider� func�ia ( ): 0,f +∞ →� , ( )
2 1xf x
x
+= .

5p   a) S� se verifice c� ( )
2

2
1xf x

x
−′ = , pentru orice 0x > .

5p   b) S� se determine ecua�ia asimptotei oblice c�tre +∞  la graficul func�iei  f.
5p   c) S� se arate c� func�ia f  este convex� pe ( )0,+∞ .

2. Pentru fiecare n∈�  se consider� func�iile [ ]: 0,1nf → � , ( ) ( )1 1n x
nf x x e+= + ⋅ .

5p   a) S� se determine ( )0 e xf x dx−⋅� .

5p   b) S� se determine aria suprafe�ei plane cuprinse între graficul func�iei 1f , axa Ox �i dreptele de  
  ecua�ii 0x = �i 1x = .

5p   c) S� se arate c� ( ) ( ) ( )
1 1 1

2008 2010 2009
0 0 0

  2  f x dx f x dx f x dx+ ≥� � � .
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