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1 SUBIECTUL III (30p) – Varianta 001 

 1. Se consideră numărul real 0a >  şi funcţia :f → , ( ) xf x e ax= − . 

5p     a) Să se determine asimptota oblică la graficul funcţiei  f  către −∞ . 
5p     b) Să se determine punctele de extrem local ale funcţiei f. 
5p     c) Să se determine (0, )a ∈ ∞ , ştiind că ( ) 1,f x ≥ x∀ ∈ . 

 
2. Se consideră funcţia ( ) ln

: 0, , ( )
x

f f x
x

∞ → = . 

5p     a) Să se arate că funcţia ( ) ( ): 0, , ( ) 2 ln 2 ,F F x x x∞ → = −  este o primitivă a funcţiei f. 

5p     b) Să se arate că orice primitivă G a funcţiei f  este crescătoare pe [ )1,∞ . 

5p     c) Să se calculeze aria suprafeţei plane cuprinse între graficul funcţiei f , axa Ox şi dreptele de ecuaţii  

   
1

x
e

=  şi  x e= .      .           
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2 SUBIECTUL III (30p) – Varianta 002 

 1. Se consideră şirul ( ) *n n
a ∈ dat de ( )1 0,1a ∈  şi ( ) *

1 1 ,n n na a a n+ = − ∀ ∈ . 

5p     a) Să se arate că ( ) *0,1 ,na n∈ ∀ ∈ . 

5p     b) Să se demonstreze că şirul ( ) *n n
a ∈ este strict descrescător. 

5p     c) Să se arate că şirul *( )n n
b ∈ , dat de 2 2 2 *

1 2 ... ,n nb a a a n= + + + ∀ ∈ , este mărginit superior de 1.a  

 
2. Se consideră funcţia 

2

1
: , ( )

1
f f x

x x
→ =

+ +
. 

5p     a) Să se arate că funcţia 
2 3 2 1

: , ( ) arctg ,
3 3

x
F F x x

+ → = ∈ 
 

, este o primitivă a funcţiei f. 

5p     b) Să se calculeze aria suprafeţei delimitate de dreptele 0, 1,x x Ox= =  şi graficul funcţiei :g → ,  
        ( ) (2 1) ( )g x x f x= + . 

5p     c) Să se calculeze lim ( )
n

nn
f x dx

−→∞ ∫ , unde *n ∈ . 

 

Varianta 2 http://www.pro-matematica.ro



Ministerul Educaţiei, Cercetării şi Inovării 
Centrul Naţional pentru Curriculum şi Evaluare în Învăţământul Preuniversitar 

 

BACALAUREAT 2009-MATEMATICĂ - Proba D, MT1, programa M1                                                                                    
 

3 SUBIECTUL III (30p) – Varianta 003 

 1. Se consideră funcţia ( ) ( ) 2: 0, , 18 ln .f f x x x∞ → = −  

5p     a) Să se determine intervalele de monotonie ale funcţiei f. 
5p     b) Să se determine a ∈  pentru care ( ) ( ), 0, .f x a x≥ ∀ ∈ ∞  

5p     c) Să se determine numărul de rădăcini reale ale ecuaţiei ( )f x m= , unde m este un parametru real. 

 
2. Se consideră funcţiile 

1
: , ( )

3a af f x
x a

→ =
− +

, unde a ∈ . 

5p     a) Să se arate că, pentru orice a ∈ , funcţia af  are primitive strict crescătoare pe . 
 

5p     b) Să se calculeze ( )3
20

f x dx∫ . 
 

5p     c) Să se calculeze ( )3

0
lim a
a

f x dx
→∞ ∫ . 
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4 SUBIECTUL III (30p) – Varianta 004 

 1. Se consideră funcţia { } ( )
( )22

2 1
: \ 1,0 , .

1

x
f f x

x x

+− → =
+

 

5p     a) Să se determine asimptotele graficului funcţiei f. 
5p     b) Să se demonstreze că funcţia  f nu are puncte de extrem local. 
 

5p     c) Să se calculeze ( ) ( ) ( ) ( )( )
2

lim 1 2 3 ...
n

n
f f f f n

→∞
+ + + + , unde *n ∈ . 

 
2. Se consideră şirul ( ) *

2 *
1

, ,
1

n

n nn n

x
I I dx n

x∈ = ∈
+∫ . 

5p     a) Să se calculeze 1I . 

5p     b) Să se arate că *1,nI n≤ ∀ ∈ . 

5p     c) Să se calculeze lim n
n

I
→∞

. 
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5 SUBIECTUL III (30p) – Varianta 005 

 1. Se consideră funcţia ( ) ( ) ( )2 1
: 0, , ln .

1

x
f f x x

x

−
∞ → = −

+
 

5p     a) Să se calculeze derivata funcţiei f. 
5p     b) Să se determine punctele graficului funcţiei  f  în care tangenta la grafic este paralelă cu dreapta de  

    ecuaţie 9 2y x= . 
 

5p     c) Să se arate că, dacă 1x > , atunci 
2( 1)

ln .
1

x
x

x

−≥
+

 

 
2. Se consideră funcţia ( ) ( ) 2

1
: 0, ,f f x

x
∞ → =  şi şirul 1( ) , (1) (2) ... ( ).n n na a f f f n≥ = + + +   

5p     a) Să se arate că ( ) ( ) ( )1
1 ( ), 0,

k

k
f k f x dx f k k

+
+ ≤ ≤ ∀ ∈ ∞∫ . 

 

5p     b) Să se calculeze ( )
1

lim ,
n

n
f x dx n

→∞
∈∫ . 

5p     c) Să se arate că şirul 1( )n na ≥  este convergent. 
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 SUBIECTUL III (30p) – Varianta 006 

6 1. Se consideră funcţia ( ) ( ) ln: 0, , .x xf f x e ⋅∞ → =  

5p     a) Să se arate că ( ) ( )( )1 ln , 0.f x f x x x′ = + ∀ >  

5p     b) Să se determine valoarea minimă a funcţiei f. 
5p     c) Să se arate că funcţia f  este convexă pe ( )0,∞ . 

 
2. Se consideră, pentru fiecare n ∗∈ , funcţiile 

2

: ( 1, ) , ( )
1

n

n n
x

f f x
x

− ∞ → =
+

 şi : ( 1, )ng − ∞ → ,  

   2 3 2 1( ) 1 ... ( )n
n ng x x x x x f x−= − + − + − + . 

5p     a) Să se calculeze 
1

20
( )g x dx∫ . 

 
5p     b) Să se arate că 

1 *
0

1
0 ( ) ,

2 1nf x dx n
n

≤ ≤ ∀ ∈
+∫ . 

 

5p      c) Să se calculeze 
1 1 1 1 1

lim 1 ... , .
2 3 4 2 1 2n

n
n n→∞

 − + − + + − ∈ − 
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7 SUBIECTUL III (30p) – Varianta 007 

 1. Se consideră funcţia : (0, ) , ( ) lnf f x x∞ → =  şi şirul *
*1 1 1

( ) , 1 ... ln , .
2 3n nn

x x n n
n∈ = + + + + − ∀ ∈  

5p     a) Să se determine asimptotele graficului funcţiei f. 

5p     b) Să se arate că, pentru orice 0k > , ( ) ( )1 1
1

1
f k f k

k k
< + − <

+
. 

5p     c) Să se arate că şirul ( ) *n n
x ∈ este descrescător şi are termenii pozitivi. 

 
2.  Se consideră funcţiile ( ): 1,f − ∞ → , ( )

( ) 2

2

1 ( 1)

x
f x

x x
=

+ +
 şi : ( 1, ) ,F − ∞ →   

    2( ) ln( 1) ln( 1) arctgF x a x b x c x= + + + + , unde , ,a b c  sunt parametri reali. 

5p     a) Să se determine , ,a b c  astfel încât F  să fie o primitivă a funcţiei f . 

5p     b) Să se calculeze 
1

0
( )f x dx∫ . 

5p     c) Să se studieze monotonia funcţiei F , în cazul în care F  este primitivă a funcţiei f . 
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8 SUBIECTUL III (30p) – Varianta 008 

 1. Se consideră funcţia :f → , ( ) cosf x x x= +  şi şirul ( ) ( )0 1, 0, , .n n nn
x x x f x n+∈ = = ∀ ∈  

5p     a) Să se arate că funcţia  f  este crescătoare pe . 

5p     b) Să se arate că 0 ,
2nx n
π≤ ≤ ∀ ∈ . 

5p     c) Să se arate că şirul ( ) 1n n
x ≥  este convergent la 

2

π
. 

 

2. Se consideră şirul de numere reale ( )n n
I ∈ , definit de 0 2

I
π=  şi 

2
*

0
cos ,n

nI x dx n

π

= ∈∫ . 

5p     a) Să se calculeze 1I . 

5p     b) Să se arate că şirul ( )n n
I ∈  este descrescător. 

5p     c) Să se arate că 1 ,
2n nnI I n ∗

−
π= ∀ ∈ . 
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9 SUBIECTUL III (30p) – Varianta 009 

 1.  Se consideră funcţia ( ): , sinf f x x x→ = − . 

5p     a) Să se arate că funcţia f  este crescătoare. 

5p     b) Admitem că pentru fiecare n ∈  ecuaţia ( )f x n=  are o soluţie unică nx . Să se arate că şirul  

    *( )n n
x ∈  este nemărginit. 

5p     c) Să se calculeze lim n

n

x

n→∞
, unde şirul ( ) 1n n

x ≥  a fost definit la b). 

 
2. Fie funcţiile [ ) 1

, : 0,1 , ( ) , ( )
1 1

n

n n
x

f g f x g x
x x

→ = =
− −

, unde *n ∈ . 

5p     a) Să se calculeze 
1

2 2
0

( ( ) ( ))f x g x dx−∫ . 

5p     b) Să se arate că  
1

*2
0

1
0 ( ) ,

2
n n

g x dx n≤ ≤ ∀ ∈∫ . 

5p     c) Să se arate că 
2 3

1 1 1 1
lim ... ln 2

1 2 2 2 3 2 2nn n→∞

 + + + + = ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ 
. 
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10 SUBIECTUL III (30p) – Varianta 010 

 1. Se consideră funcţia :f → , ( ) ( )2arctg ln 1f x x x x= − + . 

5p     a) Să se arate că funcţia f  este convexă pe . 

5p     b) Să se arate că funcţia 'f  este mărginită. 
5p     c) Să se demonstreze că ( ) 0,f x x≥ ∀ ∈ . 

 
2. Se consideră şirul ( )

1
*

1 2
0

, ,
1

n

n nn n

x
I I dx n

x≥ = ∀ ∈
+∫ . 

5p     a) Să se calculeze 1I . 

5p     b) Să se arate că *1
,

1nI n
n

≤ ∀ ∈
+

. 

5p     c) Să se calculeze lim n
n

I
→∞

. 
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11 SUBIECTUL III (30p) – Varianta 011 

 1. Se consideră funcţia { } ( ) | |1
: 2 , .

2
xf f x e

x
− − → =

+
 

5p     a) Să se studieze derivabilitatea funcţiei f  în punctul 0 0x = . 

5p     b) Să se determine punctele de extrem local ale funcţiei f .  

5p     c) Să se determine numărul de rădăcini reale ale ecuaţiei ( )f x m= , unde m este un parametru real. 

 
2. Se consideră funcţiile ( )

3

: , sin
6

x
f f x x x→ = − +  şi ( ]: 0,1g → , ( )

1 sin

x

t
g x dt

t
= ∫ .  

Se admite cunoscut faptul că ( ) 0, 0.f x x≥ ∀ ≥  

5p     a) Să se calculeze 
1

0
( )f x dx∫ . 

5p     b) Să se arate că funcţia g este strict descrescătoare. 
5p     c) Să se arate că ( )

0
0

lim 0,9
x
x

g x
→
>

> . 
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12 SUBIECTUL III (30p) – Varianta 012 

 
 
5p 

1. Se consideră funcţia ( ) ( ) ( )ln 1
: 0, ,

x
f f x

x

+
∞ → = . 

    a) Să se arate că şirul ( ) 1n n
x ≥  unde ( ) 1 1 1 1 1 1

1 ...
2 2 3 3nx f f f f

n n
     = + + + +     
     

 este divergent.  

5p     b) Să se calculeze lim ( )
x

f x
→∞

. 

5p     c) Să se arate că funcţia f  este descrescătoare. 

 
 
5p 

2. Se consideră funcţia ( ) ( ) 1 1
0

: 1, , t xf f x e t dt− −∞ → = ∫ . 

    a) Să se calculeze (2)f . 

5p     b) Să se demonstreze relaţia 
1

( ) , 1f x x
x

≤ ∀ > . 

 

5p     c) Să se demonstreze relaţia ( ) ( ) 1
1 , 1f x xf x x

e
+ = − ∀ > . 
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13 SUBIECTUL III (30p) – Varianta 013 

 1. Se consideră funcţia :f → , ( ) 3 3 23 4,f x x x x= + − ∀ ∈ . 

5p     a) Să se determine asimptota oblică a graficului funcţiei f spre ∞ . 

5p     b) Să se arate că ( ) ( ) { }2 2' 2 , 2, 1f x f x x x x= + ∀ ∈ − − . 

5p     c) Să se determine derivatele laterale ale funcţiei  f  în punctul 0 2.x = −  

 
2. Pentru *n ∈  se consideră funcţia ( ) ( )

0

: 0, , , 0
x

n t
n nF F x t e dt x−∞ → = >∫ . 

5p     a) Să se calculeze ( )1 , 0F x x > . 

5p     b) Să se determine punctele de inflexiune ale graficului funcţiei nF . 

5p     c) Să se calculeze 2lim ( )
x

F x
→∞

. 
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14 SUBIECTUL III (30p) – Varianta 014 

 

1. Pentru *, 3n n∈ ≥ se consideră funcţia ( ): , sinn
n nf f x x→ =  şi se notează cu nx  abscisa  

    punctului de inflexiune din intervalul 0,
2

π 
 
 

, al graficului funcţiei nf . 

5p     a) Să se arate că ( ) ( ) 2 2'' 1 sin sin , , 3n n
nf x n n x n x n n− ∗= − − ∀ ∈ ≥  şi x ∈ . 

 

5p     b) Să se arate că 1
sin , 3n

n
x n

n

−= ≥ . 

5p     c) Să se calculeze lim ( )n n
n

f x
→∞

. 

 
2. Se consideră a ∈  şi funcţiile , :f F → , ( ) ( )

3 2

2 2 2

3 5
, .

( 1) 1 1

x x a x ax
f x F x

x x x

− + + += =
+ + +

 

5p     a) Să se arate că funcţia F  este o primitivă a funcţiei f .     

5p     b) Pentru 2a = , să se determine aria suprafeţei plane cuprinsă între graficul functiei f, axa Ox  şi  
   dreptele 1x =  şi 2x = . 

5p     c) Să se determine a  astfel încât 
2 0

0 2
( ) ( ) 2F x dx F x dx

−
− =∫ ∫ . 
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15 SUBIECTUL III (30p) – Varianta 015 

 1. Pentru fiecare , 3n n∈ ≥ , se consideră funcţia :[0, ) , ( ) 1n
n nf f x x nx∞ → = − + . 

5p     a) Să se arate că nf  este strict descrescătoare pe [ ]0;1  şi strict crescătoare pe [ )1;∞ . 

5p     b) Să se arate că ecuaţia ( ) 0, 0nf x x= >  are exact două rădăcini (0,1)na ∈  şi (1, )nb ∈ ∞ . 

5p     c) Să se calculeze lim n
n

a
→∞

, unde na  s-a definit la punctul b). 

 2. Se consideră şirul ( )n n
I ∈ , unde 

1

0 2
0

1

1
I dx

x
=

+∫  şi 
1

*
2

0

,
1

n

n
x

I dx n
x

= ∈
+∫ . 

5p     a) Să se arate că 0 .
4

I
π=  

5p     b) Să  se arate că 2 2 2
1

, , 2
2 1n nI I n n

n −= − ∀ ∈ ≥
−

. 

 

5p     c) Să se arate că ( ) 1
0

1 1 1 1
lim 1 ... 1 .

3 5 7 2 1
n

n
I

n
−

→∞

 − + − + + − = − 
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16 SUBIECTUL III (30p) – Varianta 016 

 1. Se consideră funcţia :f → , ( ) { }2
2

1
sin , \ 0

0 , 0

x x
f x x

x

 ∈= 
 =

. 

5p     a) Să se arate că funcţia  f  este derivabilă pe . 
5p     b) Să se calculeze lim '( ).

x
f x

→∞
 

5p     c) Să se demonstreze că funcţia f este mărginită pe . 
 2. Pentru fiecare *n ∈  se consideră funcţia :[0,1] , ( ) (1 )n

n nf f x x→ = − . 

5p     a) Să se calculeze 
1

20
( )f x dx∫ . 

5p     b) Să se arate că 
1

0

1
( )

( 1)( 2)nxf x dx
n n

=
+ +∫ , oricare ar fi n ∗∈ . 

 
5p     c) Să se calculeze 

1

0
lim n
n

x
f dx

n→∞

 
 
 ∫ . 
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17 SUBIECTUL III (30p) – Varianta 017 

 1. Se consideră şirul ( ) *n n
x ∈ , unde ( )1 0,1x ∈  şi 

5
*

1
3

,
4

n n
n

x x
x n+

+
= ∀ ∈ . 

 

5p    a) Să se arate că ( ) *0,1 , .nx n∈ ∀ ∈  

5p    b) Să se arate că şirul ( ) *n n
x ∈  este convergent. 

 

5p    c) Să se arate că 2 9
lim

16
n

n n

x

x
+

→∞
= . 

 2. Se consideră o funcţie :f → , cu proprietatea că ( ) sin , .xf x x x= ∀ ∈  

5p     a) Să se calculeze 2
0

( ) .x f x dx
π
∫  

5p     b) Să se arate că funcţia f  este integrabilă pe intervalul 0,
2

π 
  

 . 

 
5p     c) Să se arate că ( )

1

2 cos1f x dx
π

≤∫ . 
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18 SUBIECTUL III (30p) – Varianta 018 

 1. Se consideră funcţia 
2 1

:[0, ) [0, ), ( )
2

x
f f x

x

+∞ → ∞ =
+

 şi şirul ( )n nx ∈  dat de 0 12, ( ), .n nx x f x n+= = ∀ ∈  

5p     a) Să se determine asimptotele graficului funcţiei f. 
5p     b) Să se arate că şirul ( )n nx ∈ , are limita 1. 
5p     c) Să se arate că şirul ( )n ny ∈  dat de 0 1 2 ... ,n ny x x x x n= + + + + −  este convergent. 

 
2. Se consideră funcţiile : , ( ) 1 cosf f x x→ = +  şi ( ) ( )

0
: ,

x
F F x x f t dt→ = ∫ . 

5p     a) Să se calculeze 2
0

( )f x dx
π

∫ . 

5p     b) Să se arate că F  este funcţie pară. 
5p     c) Să se determine intervalele de monotonie ale funcţiei F . 
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19 SUBIECTUL III (30p) – Varianta 019 

 1. Se consideră funcţia ( ) 2
: 2,2 , ( ) ln

2
x

f f x
x

+− → =
−

. 

5p     a) Să se determine asimptotele graficului funcţiei f. 
5p     b) Să se determine punctele de inflexiune ale graficului funcţiei f. 

5p     c) Să se calculeze 
1

lim ,a

x
x f

x→∞

 
 
 

unde a este un număr real. 

 
2. Se consideră funcţia 

3 2

2

2 5 8
: , ( ) , .

4

x x x
f f x x

x

− + − +→ = ∀ ∈
+

 

5p     a) Să se calculeze ( )1

0
f x dx∫ . 

5p 
    b) Să se calculeze 

4 2
1

( ( ) 2) .x f x dx+ −∫  

5p     c) Ştiind că funcţia  f  este bijectivă, să se calculeze ( )2 1

4
5

f x dx−∫ . 
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20 SUBIECTUL III (30p) – Varianta 020 

 1. Se consideră funcţia ( ) 2: , 2 3 2 5.xf f x e x x→ = + − +  

5p     a) Să se demonstreze că funcţia f este strict crescătoare pe [ )0,∞ . 

5p     b) Să se arate că funcţia  f  nu este surjectivă . 

5p     c) Să se calculeze 
( )
( )
'

lim
x

f x

f x→∞
. 

 
2. Se consideră funcţia [ ) 2 3

1
: 0, , ( )

(1 )(1 )
f f t

t t
∞ → =

+ +
. 

 

5p     a) Să se calculeze 
1 3
0

( 1) ( )t f t dt+∫ . 

 

5p     b) Să se arate că ( ) ( )1 3
11

, 0.
x

x

f t dt t f t dt x= ∀ >∫ ∫  

 

5p     c) Să se calculeze ( )
1

lim
x

x
x

f t dt
→∞ ∫ . 
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21 SUBIECTUL III (30p) – Varianta 021 

 1. Se consideră funcţia :f → , ( ) ( 1)( 3)( 5)( 7)f x x x x x= − − − − . 

5p     a) Să se calculeze 
( )
4

lim
x

f x

x→∞
.  

5p     b) Să se calculeze ( )
1

lim x

x
f x

→∞
. 

5p     c) Să se arate că ecuaţia ( ) 0f x′ =  are exact trei rădăcini reale. 
 

2. Se consideră funcţiile *
2 2

1
: , ( ) , .n nf f x n

n x
→ = ∈

+
 

5p    a) Să se calculeze aria suprafeţei cuprinse între graficul funcţiei 1,f  axele de coordonate şi dreapta 1.x =  
 

5p    b) Să se calculeze ( )1 2
10
( )x f x dx∫ . 

 

5p    c) Să se arate că ( )lim (1) (2) (3) ... ( ) .
4n n n n

n
n f f f f n

→∞

π+ + + + =  
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22 SUBIECTUL III (30p) – Varianta 022 

 1. Se consideră funcţia :f → , 
4

( )
3

x
f x

x
=

+
. 

5p     a) Să se calculeze ( ) ,f x x′ ∈ . 

5p     b) Să se determine mulţimea valorilor funcţiei f. 
5p     c) Să se arate că ( ) ( ) , , .f x f y x y x y− ≤ − ∀ ∈  

 2. Se consideră funcţia 3: , ( ) 3 2f f x x x→ = − + . 
 

5p     a) Să se calculeze 
3

2

( )

1

f x
dx

x −∫ . 

 

5p     b) Să se calculeze 
20

1

13

( )

x
dx

f x−
−

∫ . 

5p     c) Să se determine punctele de extrem ale funcţiei 
2

0
: , ( ) ( )

x tg g x f t e dt→ = ∫ . 
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23 SUBIECTUL III (30p) – Varianta 023 

 1. Se consideră funcţia :f → , 3( ) 1f x x x= + + . 
 

5p     a) Să se arate că, pentru orice n ∈ , ecuaţia ( ) 1
3

1
f x

n
= +

+
 are o unică soluţie nx ∈ . 

5p     b) Să se arate că lim 1n
n

x
→∞

= , unde nx  este soluţia reală a ecuaţiei ( ) 1
3

1
f x

n
= +

+
, n ∈ . 

5p     c) Să se determine ( )lim 1n
n

n x
→∞

− , unde nx  este soluţia reală a ecuaţiei ( ) 1
3

1
f x

n
= +

+
, n ∈ . 

 
2. Se consideră funcţia [ )

0

sin
: 0, , ( ) .

1

x t
f f x dt

t
∞ → =

+∫  

5p     a) Să se arate că 
0

1
ln(1 ), 1

1

a
dt a a

t
= + ∀ > −

+∫ . 

5p     b) Să se arate că ( ) ln(1 ), 0f x x x< + ∀ > . 

5p     c) Să se arate că ( ) (2 )f fπ > π . 
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24 SUBIECTUL III (30p) – Varianta 024 

 1. Se consideră funcţia : , ( ) sinf f x x x→ = − . 

5p     a) Să se arate că funcţia  f  este strict crescătoare. 
5p     b) Să se arate că graficul funcţiei nu are asimptote. 
5p     c) Să se arate că funcţia 3: , ( ) ( )g g x f x→ =  este derivabilă pe . 

 
2. Se consideră funcţia [ ) ( )

2

, 0: 0, , .
1 , 0

x xe e
xf f x x
x

− − − >∞ → = 
 =

 

 

5p     a) Să se arate că funcţia  f  are primitive pe [ )0,∞ . 
 

5p     b) Să se calculeze 
1

0
( )xf x dx∫ . 

 

5p     c) Folosind eventual inegalitatea 1, ,xe x x≥ + ∀ ∈  să se arate că ( )
0

0 1, 0.
x

f t dt x≤ < ∀ >∫  
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25 SUBIECTUL III (30p) – Varianta 025 

 1. Se consideră funcţia ( ) 21
: (0, ) , ln

2
f f x x∞ → = . 

5p     a) Să se arate că funcţia este convexă pe intervalul (0, ]e . 

5p     b) Să se determine asimptotele graficului funcţiei. 

5p     c) Să se arate că şirul 3( )n na ≥ , dat de ( )ln3 ln 4 ln5 ln
...

3 4 5n
n

a f n
n

= + + + + − , este descrescător. 

 
2. Se consideră funcţia ( ): 0, , cos

2
f f x x

π  → =  
. 

5p     a) Să se calculeze aria suprafeţei cuprinse între graficul funcţiei  f  şi axele de coordonate. 
5p     b) Să se calculeze volumul corpului obţinut prin rotirea graficului funcţiei f în jurul axei Ox . 
 
5p     c) Să se calculeze 

1 1 2 3
lim 1 ... .
n

n
f f f f f

n n n nn→∞

           − + + + +           
           
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26 SUBIECTUL III (30p) – Varianta 026 
1. Fie funcţia ( ): , arctg arcctg .f f x x x→ = −R R  

5p    a) Să se determine asimptota la graficul funcţiei  f  spre  .+∞  

5p    b) Să se arate că funcţia f  este strict crescătoare pe .R  

5p    c) Să se arate că şirul ( ) 1
,n n

x ≥  dat de ( )1 ,n nx f x n ∗
+ = ∀ ∈ N  şi 1 0,x =  este convergent .  

 2. Fie funcţia [ ] ( ): 1,1 , arcsinf f x x− → =R . 

5p    a) Să se arate că funcţia :[ 1,1] , ( ) ( )g g x xf x− → =  are primitive, iar acestea sunt crescătoare. 

5p    b) Să se calculeze 

1

0

2
( ) .f x dx∫  

 

5p    c) Să se arate că 
1

0
( )

4
x f x dx

π≤∫ . 
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27 SUBIECTUL III (30p) – Varianta 027 
1. Fie funcţia [ ] ( ): 1,1 , ( 1)arcsin .f f x x x− → = −R  

 

5p    a) Să se calculeze 
20

( )
lim
x

f x

x x→ −
. 

5p    b) Să se determine punctele în care funcţia  f  nu este derivabilă .  
5p    c) Să se arate că funcţia  f  este convexă. 
 

2. Se consideră funcţiile : ,f →R R  ( ) 2 3 41f x x x x x= + + + +  şi :F → , ( ) ( )
0

.
x

F x f t dt= ∫    

5p    a) Să se arate că funcţia F  este strict crescătoare pe .R  

5p    b) Să se arate că funcţia F  este bijectivă .  

5p    c) Să se calculeze ( )1
0

,
a

F x dx−∫  unde 1F −  este inversa funcţiei F  şi 1 1 1 1
1 .

2 3 4 5
a = + + + +  
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28 SUBIECTUL III (30p) – Varianta 028 
1. Fie funcţia :[0,3] ,f →R ( ) { } { }( )1 ,f x x x= − unde { }x  este partea fracţionară a numărului .x  

5p    a) Să se calculeze ( )
1

1

lim .
x
x

f x
→
<

 

5p    b) Să se determine domeniul de continuitate al funcţiei .f  
5p    c) Să se determine punctele în care funcţia f nu este derivabilă .  
 

2. Se consideră funcţiile ( ) 1
: ,

2 sin
f f x

x
→ =

−
R R  şi [ ) ( )

0
: 0, , ( )

x
F F x f t dt+∞ → = ∫R . 

 
5p    a) Să se calculeze ( )

2

0
cos .f x x dx

π

∫   

5p    b) Să se demonstreze că funcţia F  este strict crescătoare. 
5p    c) Să se determine lim ( ).

x
F x

→∞
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29 SUBIECTUL III (30p) – Varianta 029 

1. Se consideră *n ∈  şi funcţiile 
2 3 2 1 2 2 1, : , ( ) 1 ... , ( ) 1.n n n

n n n nf g f x x x x x x g x x− +→ = − + − + − + = +   
 

5p    a) Să se verifice că 
2

( ) ( )
( ) , \ { 1}.

1 ( 1)
n n

n
g x g x

f x x
x x

′
′ = − ∀ ∈ −

+ +
 

5p    b) Să se calculeze 
1

lim .
2n

n
f

→∞

 ′  
 

 

5p    c) Să se demonstreze că nf  are exact un punct de extrem local. 

 2. Se consideră şirul ( )n n
I ∗∈ N  definit prin 

1

30
, .

1

n

n
x

I dx n
x

∗= ∀ ∈
+∫ N   

5p    a) Să se calculeze 2.I  

5p    b) Să se demonstreze că şirul ( )n n
I ∗∈ N  este strict descrescător .  

5p    c) Să se calculeze lim .n
n

I
→∞
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30 SUBIECTUL III (30p) – Varianta 030 

1. Se consideră funcţia ( )
3

: , sin .
6

x
f f x x x→ = − −R R   

5p    a) Să se determine ( )lim .
x

f x
→−∞

 

5p    b) Să se calculeze derivata a doua a funcţiei f.   
5p    c) Să se demonstreze că ( ) 0, 0.f x x≤ ∀ ≥    

 
2. Fie funcţia : ,f →R R  ( ) 2

1

1

x
f x

x

+=
+

. 

 

5p    a) Să se arate că funcţia : ,F →R R  ( ) ( )21
arctg ln 1

2
F x x x= + +  este o primitivă a funcţiei .f  

5p    b) Să se calculeze 
1

0
( )f x dx∫ . 

5p    c) Să se arate că şirul ( )n n
a ∗∈ N , definit de 

2 2
1

,
n

n
k

n k
a

n k=

+=
+

∑ n ∗∀ ∈ N , este convergent .   
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31 SUBIECTUL III (30p) – Varianta 031 

1. Se consideră funcţia ( ) 2: , .| |f f x x x→ = −R R   

5p    a) Să se arate că graficul funcţiei f  admite asimptotă spre .−∞  
5p    b) Să se determine domeniul de derivabilitate al funcţiei .f    
5p    c) Să se determine punctele de extrem local ale funcţiei f.   
 

2. Se consideră şirul ( )n n
I ∗∈ N  dat de 

1

20
, .

1
n

nx
I dx n

x
∗= ∀ ∈

+∫ N  

5p    a) Să se calculeze 2.I   

5p    b) Să se verifice că 2
1

, .
1n nI I n

n
∗

+ + = ∀ ∈
+

N   

5p    c) Să se calculeze lim .n
n

nI
→∞
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32 SUBIECTUL III (30p) – Varianta 032 
1. Se consideră funcţia ( ) ( ): , arctg 2 arctg .f f x x x→ = + −R R  

5p    a) Să se calculeze ( ) , .f x x′ ∈ R  

5p    b) Să se demonstreze că ( )0 , .
2

f x x
π< ≤ ∀ ∈ R  

 
5p    c) Să se demonstreze că funcţia 

2( 1)
: , ( ) ( ) arctg

2

x
g g x f x

+→ = +  este constantă. 

 
2. Se consideră funcţiile ( )

3

: , arctg
3

x
f f x x x→ = − +R R  şi ( ): , arctg .g g x x→ =R R  

5p    a) Să se calculeze 
2

1

'( )
.

f x
dx

x∫  

5p    b) Să se determine 
3 0

1
lim ( ) .

x

x
f t dt

x→∞ ∫  

5p    c) Să se calculeze aria suprafeţei cuprinse între graficele celor două funcţii şi dreptele 0x =  şi 1x = . 
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33 SUBIECTUL III (30p) – Varianta 033 

1. Fie funcţia ( ) ( ) 1
: 0, ,f f x

x
+ ∞ → =  şi şirul 1( ) ,n na ≥

1 1 1 1
... , .

1 2 2 3 3
na n

n n
∗= + + + + ∀ ∈  

5p    a) Să se arate că funcţia f ′  este strict crescătoare pe intervalul ( )0, .+ ∞  

5p    b) Să se demonstreze că 1 1 1 1
, .

2( 1) 1 1 2
k

k k k k k k
∗< − < ∀ ∈

+ + +
N  

5p    c) Să se demonstreze că şirul 1( )n na ≥  este convergent. 
 

2. Se consideră funcţiile [ ) ( )
0

: 0, , arctg , .
x n

n nf f x t t dt n ∗+ ∞ → = ∀ ∈∫R N   

5p    a) Să se arate că ( )
2

1
1

arctg , 0
2 2

x x
f x x x

+= − ∀ ≥ . 

5p 
   b) Să arate că ( ) 1

1 , 1
4 1nf n

n

π≤ ⋅ ∀ ≥
+

. 

5p    c) Să se calculeze ( )lim 1 .n
n

nf
→∞
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34 SUBIECTUL III (30p) – Varianta 034 

1. Se consideră funcţia ( ): 0, ,f + ∞ →R  ( ) 1 3 1
ln + ln

1 2 2
f x x x

x
   = − + +   +    

 şi şirul ( ) ,n n
a ∗∈ N  

    
1 1 1

1 ... ln ,
2 2na n

n
 = + + + − + 
 

 .n ∗∀ ∈ N  

5p    a) Să se demonstreze că funcţia f  este strict crescătoare pe intervalul ( )0, .+∞  

5p    b) Să se arate că ( ) 0,f x <  ( )0, .x∀ ∈ +∞  

5p    c) Să se demonstreze că şirul ( )n n
a ∗∈ N  este strict descrescător .   

 
2. Se consideră funcţiile [ ]: 0,1 ,nf →R  ( )

0
arcsin ,

x n
nf x t t dt= ∫  .n ∗∀ ∈ N   

5p    a) Să se calculeze derivata funcţiei 3f . 
5p 

   b) Să se calculeze 1
1

.
2

f
 
 
 

 

5p    c) Să se determine ( )
1
1

2lim .
x
x

f x
→
<
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35 SUBIECTUL III (30p) – Varianta 035 

1. Se consideră funcţia : ,f →R R  ( ) ln( 1)xf x x e= − + . 

5p    a) Să se arate că funcţia f ′  este strict descrescătoare pe .R  
 

5p    b) Să se arate că lim ( ) 0, .a

x
x f x a

→∞
= ∀ ∈  

5p    c) Să se determine asimptotele graficului funcţiei .f  
 

2. Fie şirul ( )n n
I ∗∈ N  dat de 

2 2
0

(2 ) , .n
nI x x dx n ∗= − ∀ ∈∫  

5p    a) Să se calculeze 1I . 
5p    b) Să se demonstreze că ( ) 12 1 2 , , 2.n nn I nI n n∗

−+ = ∀ ∈ ≥N   

5p    c) Să se arate că şirul ( )n n
I ∗∈  tinde descrescător către 0. 
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36 SUBIECTUL III (30p) – Varianta 036 

1. Fie funcţia 
3 1

: \{ 3} , ( )
3

x
f f x

x

+→ =
−

 şi şirul 1( )n na ≥  definit prin 1 2,a = *
1 ( ), .n na f a n+ = ∀ ∈  

5p    a) Să se demonstreze că funcţia f este strict crescătoare pe ( , 3)−∞  şi pe ( 3, ).∞  

5p    b) Să se determine asimptotele graficului funcţiei .f  

5p    c) Să se demonstreze că şirul ( )n n
a ∗∈ N  nu este convergent. 

 2. Se consideră funcţiile ( )2

1
: , ( ) şi : , ( ) .

xxf f x e F F x f t dt−→ = → = ∫  

5p    a) Să se determine punctele de inflexiune ale funcţiei .F  

5p    b) Să se calculeze 
1

0
( ) .xf x dx∫  

5p    c) Să se calculeze 
1

0
( ) .F x dx∫  
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37 SUBIECTUL III (30p) – Varianta 037 

1. Se consideră funcţia : ,f →R R  ( ) 3 3 + 3arctg .f x x x x= −   

5p    a) Să se arate că funcţia f  este strict crescătoare pe .R  

5p    b) Să se arate că funcţia f  este bijectivă .  

5p    c) Să se determine a ∈  pentru care 
( )

lim
ax

f x

x→∞
 există, este finită şi nenulă.  

 
2. Se consideră şirul 1( )n nI ≥  dat de 

1

0
= , .n x

nI x e dx n ∗∀ ∈∫   

5p    a) Să se calculeze 1.I   

5p    b) Să se demonstreze că şirul 1( )n nI ≥  este convergent .  
5p    c) Să se calculeze lim .n

n
nI

→∞
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38 SUBIECTUL III (30p) – Varianta 038 

1. Se consideră funcţia : ,f →R R  ( ) 22 ln( 1).f x x x x= + + +   

5p    a) Să se demonstreze că funcţia f  este strict crescătoare. 

5p    b) Să se demonstreze că funcţia f  este bijectivă. 
5p    c) Să se arate că graficul funcţiei  f  nu are asimptotă oblică spre .+ ∞  
 2. Se consideră funcţia : ,f →R R  ( ) { } { }( )1 ,f x x x= −  unde { }x  este partea fracţionară a 

numărului real x . 

5p    a) Să se calculeze ( )1

0
f x d x∫ .   

5p    b) Să se demonstreze că funcţia f admite primitive pe .R   

5p    c) Să se arate că valoarea integralei ( )1a

a
f x d x

+
∫  nu depinde de numărul real .a  
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39 SUBIECTUL III (30p) – Varianta 039 
1. Se consideră funcţia : (0, ) , ( ) lnf f x x x∞ → = . 

5p    a) Să se studieze monotonia funcţiei  f. 
5p    b) Să se determine asimptotele graficului funcţiei  f. 

5p    c) Să se demonstreze că orice şir ( )n nx ∈  cu proprietatea ( )
0 1(0,1), nf x

nx x e+∈ =  este  
       convergent. 

 
2. Se consideră şirul ( )n n

I ∗∈ N  definit prin 
1

0
,

4 5

n

n
x

I dx n
x

∗= ∀ ∈
+∫ N . 

5p    a) Să se calculeze 2I . 

5p    b) Să se arate că şirul ( )n n
I ∗∈ N  verifică relaţia 1

1
4 5 , .

1n nI I n
n

∗
+ + = ∀ ∈

+
N  

5p    c) Să se determine lim .n
n

nI
→∞
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40 SUBIECTUL III (30p) – Varianta 040 

1. Se consideră funcţia : ,f →R R  ( ) 2 22 1.f x x x= + − +   

5p    a) Să se demonstreze că funcţia f este strict crescătoare pe intervalul ( ,0].−∞  

5p    b) Să se arate că graficul funcţiei f  are exact două puncte de inflexiune.  
5p    c) Să se determine ecuaţia asimptotei la graficul funcţiei f  spre .−∞   
 

2. Se consideră funcţiile :nF → , ( )
0

sin ,
x n

nF x t t dt= ∫  .n ∗∀ ∈ N   

5p    a) Să se calculeze ( )1 .F π  

5p    b) Să se demonstreze că ( ) ( )+1 1 1 ,n nF F<  .n ∗∀ ∈ N  

5p    c) Să se calculeze ( )lim 1 .n
n

F
→∞

 

 

Varianta 40 http://www.pro-matematica.ro



Ministerul Educaţiei, Cercetării şi Inovării 
Centrul Naţional pentru Curriculum şi Evaluare în Învăţământul Preuniversitar 

 

BACALAUREAT 2009-MATEMATICĂ - Proba D, MT1, programa M1                                                                                    
 

41 SUBIECTUL III (30p) – Varianta 041 
1. Se consideră funcţia ( ) ( ): 0, , 0 ,f + ∞ → −∞  ( ) ( )ln 1 .f x x x= + −   

5p    a) Să se demonstreze că funcţia f  este strict descrescătoare pe intervalul ( )0, .+∞  

5p    b) Să se arate că funcţia f  este surjectivă .  
5p    c) Să se arate că graficul funcţiei f  nu admite asimptote .   
 2. Fie funcţia ( ): , arctg .f f x x→ =R R  

5p    a) Să se calculeze 
1

0
( )f x dx∫ .  

5p    b) Să se arate că 
1

1
lim (ln ) .

2

x

x
f t dt

x→∞

π=∫  

5p    c) Să se calculeze 
1 1 2 3

lim ... .
n

n
f f f f

n n n n n→∞

        + + + +        
        
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42 SUBIECTUL III (30p) – Varianta 042 

1. Fie funcţia : ,f →R R ( ) arctgf x x x=  şi şirul ( )n n
x ∗∈ N  definit de 1 1x = , ( )1 , .n nx f x n ∗

+ = ∀ ∈ N  

5p    a) Să se demonstreze că funcţia f ′  este strict crescătoare pe .R  

5p    b) Să se determine ecuaţia asimptotei la graficul funcţiei f  spre .−∞  

5p    c) Să se arate că şirul ( )n n
x ∗∈ N  este convergent .  

 
2. Fie şirul ( ) ,n n

I ∗∈ N  definit prin 
1 2
0
( ) ,n

nI x x dx= −∫  .n ∗∀ ∈ N   

5p    a) Să se calculeze 2 .I  

5p    b) Să se demonstreze că 1= ,
4 + 2n n

n
I I

n −  , 2.n n∀ ∈ ≥N  

5p    c) Să se calculeze lim .n
n

I
→∞
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43 SUBIECTUL III (30p) – Varianta 043 

1. Se consideră funcţia : ,f →  ( ) .xf x x e−= +   

5p    a) Să se demonstreze că funcţia f  este strict crescătoare pe intervalul [ )0, .+ ∞  

5p    b) Să se arate că funcţia f  admite exact un punct de extrem local. 
5p    c) Să se determine numărul de soluţii reale ale ecuaţiei ( ) ,f x m=  unde m  este un număr real 

oarecare.  
 

2. Fie funcţiile : 0, ,
2

f
π → 

 
 ( ) tg

21 1

x t
f x dt

t
=

+∫  şi : 0, ,
2

g
π → 

 
R ( ) ctg

21

1
.

(1 )

x
g x dt

t t
=

+∫  

5p    a) Să se calculeze .
3

f
π 

 
 

 

5p    b) Să se calculeze ( ) , 0, .
2

f x x
π ′ ∈  

 
 

5p    c) Să se arate că ( ) ( ) 0, 0, .
2

f x g x x
π + = ∀ ∈  

 
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44 SUBIECTUL III (30p) – Varianta 044 

1. Se consideră funcţia : ,f →R R  ( )
2

,
1

ax b
f x

x x

+=
+ +

 , .a b ∈ R   

5p    a) Să se calculeze ( ) , .f x x′ ∀ ∈ R  

5p    b) Să se arate că funcţia f  este strict crescătoare pe  dacă şi numai dacă 2 0.a b= >   
5p    c) Pentru 2a =  şi 1b = , să se determine mulţimea valorilor funcţiei  f. 
 

2. Fie funcţia :[ 1,1] ,f − →R  ( ) arcsin
0

x tf x e dt= ∫ .  

5p    a) Să se arate că funcţia f  este strict monotonă. 

5p    b) Să se arate că 
arcsin

0
( ) cos , [ 1,1]

x tf x e t dt x= ∀ ∈ −∫ . 

5p    c) Să se determine (1)f .  
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45 SUBIECTUL III (30p) – Varianta 045 

1. Se consideră funcţia : ,f →R R  ( )
2

2

5
,

1

x ax
f x

x

+ +=
+

 .a ∈ R   

5p    a) Să se calculeze ( ) , .f x x′ ∀ ∈ R  

5p    b) Ştiind că 0a = , să se determine ecuaţia asimptotei spre +∞  la graficul funcţiei f . 
5p    c) Să se determine toate numerele reale a  astfel încât funcţia f  să aibă trei puncte de extrem local .   
 2. Fie funcţia [ ]: 1,1 ,f − →R  ( ) 21 .f x x= −   

5p    a) Să se calculeze 
1 2
1

1 .x x dx
−

−∫  

5p    b) Să se determine volumul corpului obţinut prin rotirea graficului funcţiei f  în jurul axei .Ox  

5p    c) Să se calculeze ( )1

0
lim .n

n
x f x d x

→∞ ∫   
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46 SUBIECTUL III (30p) – Varianta 046 

1. Se consideră funcţia : ,f →  ( ) 1
x

x
f x

e

−
= .  

5p    a) Să se arate că  f  nu este derivabilă în punctul 0 1x = . 

5p    b) Să se determine numărul soluţiilor reale ale ecuaţiei ( ) ,f x m=  unde m  este un parametru real. 

5p    c) Să se calculeze ( ) ( ) ( ) ( )( )lim 1 2 3 ...
n

f f f f n
→∞

+ + + + . 

 
2. Se consideră funcţia : 0, ,

2
f

π  →  
 ( ) 2 sinf x x x= . 

5p    a) Să se arate că există numerele reale , ,a b c  astfel încât funcţia : 0,
2

F
π  →  

, 

   ( ) ( )2 cos sinF x ax b x cx x= + +  să fie o primitivă a funcţiei f. 

5p    b) Să se calculeze 

2

1

1

2
f dx

x

π

π

 
 
 ∫ . 

5p    c) Să se calculeze aria suprafeţei plane cuprinse între graficul funcţiei f şi graficul funcţiei : 0,
2

g
π  →  

,   

   ( ) 2g x x x= π − .  
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47 SUBIECTUL III (30p) – Varianta 047 

1. Se consideră funcţia { }: \ 1, 1 ,f − →R R  ( ) 2

1
arctg .

1
f x

x
=

−
  

5p    a) Să se calculeze ( )
1

1

lim .
x
x

f x
→
>

 

5p    b) Să se arate că graficul funcţiei f  admite asimptotă spre .+∞   

5p    c) Să se demonstreze că funcţia f  admite un singur punct de extrem local .  
 

2. Se consideră funcţia ( ) 21
: , cos 1 .

2
f f x x x→ = − +R R  

 

5p    a) Să se calculeze ( )
2

0
.f x dx

π

∫   

5p    b) Să se determine 
2 0

1
lim ( ) .

x

x
f t dt

x→∞ ∫   

5p    c) Să se demonstreze că ( )1 2
0

9
cos .

10
x dx ≥∫  
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48 SUBIECTUL III (30p) – Varianta 048 

1. Se consideră funcţia : ,f →R R  ( ) 2

2
arcsin .

1

x
f x

x

 =  + 
  

5p    a) Să se calculeze ( )lim .
x

f x
→+∞

 

5p    b) Să se determine domeniul de derivabilitate al funcţiei .f   

5p    c) Să se demonstreze că funcţia f  are două puncte de extrem. 
 

2. Fie funcţia [ ]: 0,1 ,f →R  ( ) 21f x x= −  şi şirul ( ) ,n n
a ∗∈ N  2 2

2
1

1
,

n

n
k

a n k
n =

= −∑  .n ∗∀ ∈ N   

5p    a) Să se calculeze 
1

0
( ) .x f x dx∫   

5p    b) Să se determine volumul corpului obţinut prin rotirea graficului funcţiei f  în jurul axei .Ox  

5p    c) Să se demonstreze că şirul ( )n n
a ∗∈ N  este convergent .   
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49 SUBIECTUL III (30p) – Varianta 049 

1. Se consideră funcţia [ ): 1, ,f + ∞ →R  ( )
2

3

4 3
.

x
f x

x

−=   

5p    a) Să se demonstreze că graficul funcţiei f  admite asimptotă spre .+∞   
5p    b) Să se determine mulţimea valorilor funcţiei .f   

5p    c) Să se determine domeniul de derivabilitate al funcţiei :[2, ) , ( ) arccos ( )g g x f x∞ → = . 
 

2. Se consideră funcţiile 
2

1
:[1,2] , ( )

1
f f x

x x
→ =

+
 şi [ ] ( )

2 1 1
: 1,2 , ln

x
F F x

x

+ −→ = . 

5p    a) Să se arate că funcţia F este o primitivă a funcţiei .f  
5p    b) Să se calculeze volumul corpului obţinut prin rotirea graficului funcţiei f  în jurul axei .Ox  
5p    c) Să se calculeze aria mulţimii cuprinse între dreptele de ecuaţii 1x =  şi 2x = , graficul funcţiei 

   F şi axa Ox.  
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50 SUBIECTUL III (30p) – Varianta 050 

1. Se consideră funcţia : ,f ∗ →R R  ( ) 1
sin .f x x

x
= ⋅   

5p    a) Să se calculeze ( )
0

lim
x

f x
→

. 

5p    b) Să se calculeze ( ) , .f x x ∗′ ∈ R  

5p    c) Să se determine ecuaţia asimptotei la graficul funcţiei f  către .+∞   
 

2. Fie şirul ( ) ,n n
I ∗∈ N  

1 2
1
(1 ) ,n

nI x dx
−

= −∫  .n ∗∀ ∈ N   

5p    a) Să se calculeze 2 .I  

5p    b) Să se demonstreze că 1
2 2

= ,
2 3n n
n

I I
n+

+
+

 .n ∗∀ ∈ N  

5p    c) Să se demonstreze că şirul ( ) ,n n
a ∗∈ N  definit prin 

( )
0

1
, ,

2 1

k kn
n

n
k

C
a n

k
∗

=

−
= ∀ ∈

+∑ N  are limita 0 .   
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51 SUBIECTUL III (30p) – Varianta 051 

 1. Se consideră funcţia [ ) [ ): 1, 1,f ∞ → ∞ , ( )
2 1x x

f x
x

− += . 

5p  a) Să se calculeze ( )( )lim
x

x
x f x

→∞
− . 

5p  b) Să se arate că funcţia  f  este strict crescătoare. 
5p  c) Să se arate că funcţia  f  este bijectivă. 

 2. Fie ,a b ∈  şi funcţia :F → , ( ) 2

, 1

ln 1, 1

ax b x
F x

x x

+ <= 
+ ≥

  

  
. 

5p  a) Să se determine numerele reale a şi b astfel încât funcţia F să fie primitiva unei funcţii f. 

5p  b) Să se calculeze ( )1

1e
dx

x F x∫ . 

5p  c) Să se arate că, pentru funcţia :[1, ] , ( ) ( ( ) 1)sinh h x F x xπ → = − , are loc relaţia 
1

( ) ( ) 0.h x h x dx
π

′′ ≤∫  
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52 SUBIECTUL III (30p) – Varianta 052 

 1. Se consideră funcţia [ ]: 0,1f → , ( ) ( ]sin , 0,1

0, 0

x x
f x x

x

π
∈

=
=






  

  

. 

5p     a) Să se arate că funcţia  f  este continuă pe [ ]0,1 . 

5p     b) Să se determine domeniul de derivabilitate al funcţiei  f. 

5p     c) Să se arate că, dacă *,n ∈  atunci ecuaţia ( ) cosf x
x

π=  are cel puţin o soluţie în intervalul 
1 1

,
1n n

  
 +

. 

 2. Fie funcţiile [ ]: 0,1f → , ( ) ( )2ln 1f x x= +  şi [ ]: 0,1g → , ( ) arctgg x x x= . 

5p     a) Să se calculeze 
1

0
( ) .f x dx∫  

5p     b) Să se calculeze 
1

0
( ) .g x dx∫  

5p     c) Să se calculeze aria suprafeţei plane mărginită de graficele funcţiilor  f  şi  g  şi de dreptele de ecuaţii 
    0x =  şi 1x = . 
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53 SUBIECTUL III (30p) – Varianta 053  

 1. Se consideră funcţia :f → , ( ) 3 3f x x x= −  şi un număr real m din intervalul ( )2,− ∞ . 

5p     a) Să se determine punctele de extrem ale funcţiei f. 

5p     b) Să se demonstreze că ecuaţia 3 3x x m− =  are soluţie unică în mulţimea ( )1,∞ .  

5p     c) Să se determine numărul punctelor de inflexiune ale graficului funcţiei 2: , ( ) ( )g g x f x→ = . 

 2. Fie funcţia :f → , ( ) , 0

sin , 0

xxe x
f x

x x

 ≤
= 

>

  

  
. 

5p a) Să se arate că funcţia  f  admite primitive pe . 
 

5p b) Să se determine primitiva F  a funcţiei  f  care are proprietatea ( )0 1F = − . 

5p c) Să se calculeze 0

20
0

( )
lim

x

x
x

f t dt

x→
>

∫
. 
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54 SUBIECTUL III (30p) – Varianta 054 

 1. Se consideră funcţia :f → , ( ) xf x e x= − . 
5p   a) Să se determine punctul în care tangenta la graficul funcţiei f este paralelă cu prima bisectoare. 
5p   b) Să se arate că valoarea minimă a funcţiei f  este 1. 

5p   c) Să se arate că funcţia ( ) ( ): , 1g g x f x→ = −  nu este derivabilă în 0 0x = . 

 2. Se consideră funcţiile ( )
2

22
: 1, , ( )

1

x t
f f x dt

t
∞ → =

−∫  şi ( )
2 1

ln
3

0
: 1, , ( ) 3 1

x
tg g x e dt

−
∞ → = +∫ . 

5p   a) Să se calculeze ( )3f . 

5p   b) Să se arate că ( ) ( )
2

2

2
' , 1,

1

x
g x x

x
= ∀ ∈ ∞

−
. 

5p   c) Să se arate că ( ) ( ) ( )2 , 1,g x f x x= ∀ ∈ ∞ . 
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55 SUBIECTUL III (30p) – Varianta 055 

 1. Se consideră funcţia :f → , ( ) 3 3 3 2f x x x= − + . 

5p     a) Să se calculeze 
1

1

( )
lim

1x
x

f x

x→
<

−
. 

5p     b) Să se determine punctele de extrem ale funcţiei f. 
5p     c) Să se determine domeniul de derivabilitate al funcţiei f. 

 2. Fie funcţia :[1; )f ∞ → , ( ) ( )( )
1

1 2
f x

x x x
=

+ +
. 

5p     a) Să se determine o primitivă a funcţiei f. 

5p     b) Să se demonstreze că [ )
1

1
( ) , 1,

6

x x
f t dt x

−≤ ∀ ∈ ∞∫ . 

5p     c) Să se calculeze 
21

601

x
dx

x+∫ . 
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56 SUBIECTUL III (30p) – Varianta 056 

 1. Se consideră funcţia 
4

:
3

f
 − → 
 

\ , ( ) 2 5

3 4

x
f x

x

+=
+

. 

5p a) Să se determine asimptota la graficul funcţiei  f  spre +∞ . 

5p    b) Să determine limita şirului ( ) 1
, (1) (2)... ( )n nn

a a f f f n≥ = . 

5p    c) Să se determine punctele de inflexiune ale graficului funcţiei : , ( ) ( ).xg g x f e→ =  

 2. Fie funcţia [ ]: 1,f e → , ( ) lnf x x= . 

5p a) Să se calculeze 
1

0
( )xf e dx∫ . 

5p b) Să se calculeze volumul corpului obţinut prin rotirea graficului funcţiei  f   în jurul axei Ox . 

5p c) Să se arate că 
21

0 1
( )

exe dx f x dx e+ =∫ ∫ . 
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57 SUBIECTUL III (30p) – Varianta 057 

 1. Fie funcţia :f → , 2( ) 1f x x= + . 

5p     a) Să se arate că şirul 1( )n nx ≥  definit prin 1
1

2
x =  şi 1 ( ), 1n nx f x n+ = ∀ ≥  are limită . 

5p     b) Să se arate că funcţia :g → ,
( ) , 0

( )
arctg , 0
xf x x

g x
x x

≤=  >
 este derivabilă pe . 

5p     c) Să se determine cel mai mare număr real a  care are proprietatea ( ) 2ln , (0, )f x a x x≥ + ∀ ∈ ∞ . 

 2. Fie funcţia :f → , ( ) 2xf x e−=  şi F  o primitivă a sa. 

5p     a) Să se calculeze 
1

0
( )xf x dx∫ . 

5p     b) Să se calculeze 
( )

20

cos (1)
lim .
x

F x F

x→

−
 

5p     c) Să se arate că funcţia : , ( ) ( ) ( )g g x F x f x→ = +  are exact un punct de extrem local. 
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58 SUBIECTUL III (30p) – Varianta 058 

 1. Se consideră funcţiile :f → , ( ) 21

x
f x

x
=

+
 şi :g → , ( ) arctgg x x= . 

5p     a) Să se calculeze ( )lim ( ) ( )
x

f x g x
→∞

. 

5p     b) Să se determine punctele de extrem local ale funcţiei  f . 

5p     c) Să se arate că ( ) ( )f x g x< , pentru orice ( )0,x ∈ ∞ . 

 
2. Fie m ∈  şi funcţia [ ]: 0,2f → ,

[ ]
( ]

, 0,1
( )

ln , 1,2

x m x
f x

x x x

 − ∈=  ∈
.   

 
5p     a) Să se arate că, pentru orice ,m ∈  funcţia f este integrabilă. 

5p     b) Să se calculeze 1

1
1

ln
lim

1

x

x
x

t t dt

x→
>

−
∫

. 

5p     c) Pentru 1m = , să se demonstreze că, pentru orice (0,2)t ∈  există , [0,2], ,a b a b∈ ≠  astfel încât 

   ( ) ( ) ( )
b

a
f x dx b a f t= −∫ . 
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59 SUBIECTUL III (30p) – Varianta 059 

 1. Se consideră funcţia :f → , ( ) 3f x x x= + . 

5p     a) Să se calculeze 
( )

lim .
( 1)x

f x

f x→∞ +
 

5p     b) Să se demonstreze că funcţia  f  este inversabilă. 

5p     c) Să se calculeze 
1

3

( )
lim
x

f x

x

−

→∞
. 

 2. Se consideră funcţiile :f → , 2( ) sinf x x x=  şi F  o primitivă a lui f . 

5p     a) Să se calculeze ( ) .f x dx
π

−π∫  

5p     b) Să se determine ( )1,3c ∈  astfel încât 
3 2
1

( )
2

sin

f x
dx c

x
=∫ . 

5p     c) Să se arate că funcţia F  nu are limită la +∞ . 
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 SUBIECTUL III (30p) – Varianta 060 

 1. Se consideră funcţia :f → , ( ) 21f x x x= + + . 

5p     a) Să se arate că mulţimea valorilor funcţiei f este ( )0,∞ . 

5p     b) Să se arate că, dacă ( ) ( ): , lng g x f x→ = , atunci ( )( ) ( )' 1,f x x g x x− ⋅ = ∀ ∈ . 

5p     c) Să se demonstreze că ( )g x x< , pentru orice 0x > , unde g este funcţia definită la punctul b). 

 2. Fie mulţimea { }1

0
: este derivabilă  şi ( ) (0) (1) |M f f f x dx f f= → = =∫ . 

5p     a) Să se arate că funcţia 3 2: , ( ) 2 3f f x x x x→ = − +  aparţine mulţimii M .  

5p     b) Să se arate că, dacă f este o funcţie polinomială de grad trei care aparţine lui M , atunci 
1

(0).
2

f f  = 
 

 

5p     c) Să se arate că, pentru orice f M∈ , ecuaţia ( ) 0f x′ =  are cel puţin două soluţii în intervalul (0,1) . 
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61 SUBIECTUL III (30p) – Varianta 061 

 1. Fie funcţia ( ): 0,f ∞ → , ( )
ln

, 1
1

1,        1

x
x

f x x
x

 ≠= −
 =

   

   
. 

5p     a) Să se demonstreze că funcţia  f  este continuă. 

5p     b) Să se calculeze 
1

( ) 1
lim

1x

f x

x→

−
−

. 

5p     c) Să se arate că funcţia  f  este strict descrescătoare. 

 2. Se consideră funcţia :f → , 2( ) ln(1 sin )f x x= + . 

5p     a) Să se arate că orice primitivă a funcţiei f este crescătoare pe . 

5p     b) Să se calculeze 
0

( )cos .f x x dx
π
∫  

5p     c) Să se calculeze derivata funcţiei ( ): 1,1g − → , ( ) arcsin

4

( ) .
x

g x f t dtπ= ∫  
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62 SUBIECTUL III (30p) – Varianta 062 

 1. Pentru fiecare număr natural nenul n  se consideră funcţia : (0, )nf ∞ → , ( ) ln .n
nf x x x= +   

5p     a) Să se arate că funcţia 2f  este strict crescătoare pe intervalul ( )0,∞ . 

5p     b) Să se arate că, pentru orice n ∗∈ , ecuaţia ( ) 0nf x =  are exact o rădăcină reală, situată în intervalul 

   ( )1
,1

e
. 

5p     c) Să se calculeze 
1 2

3 1
lim

( ) 1 1x f x x→

 
− − − 

. 

 2. Fie funcţia :f → , ( ) ( ]
( )

3, ,0

1 sin , 0,

x x
f x

x x

 ∈ −∞= 
+ ∈ ∞

         
. 

5p     a) Să se arate că funcţia f  este integrabilă pe intervalul [ 2 ,2 ]π π− . 

5p     b) Să se calculeze 
1

( )f x dx
π

−∫ . 

5p     c) Să se arate că , pentru orice *n ∈ , 
2

0
( ) 2n nf x dx

π
π≤∫ . 
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63 SUBIECTUL III (30p) – Varianta 063 

 1. Se consideră funcţia :f → , ( ) 3

,  

, \

x x
f x

x x

∈= 
∈

   

  
. 

5p     a) Să arate că  ( ) [ ], 1,1f x x x≤ ∀ ∈ − . 

5p     b) Să arate că funcţia  f  este continuă în origine. 
5p     c) Să se arate că funcţia f nu este derivabilă în origine. 

 2. Se consideră ,a b ∈  şi funcţia :f → , , 0
( )

cos , 0

xaxe x x
f x

x x b x

 − ≤= 
+ >

  
  

. 

5p     a) Să se determine a  şi b  ştiind că funcţia f  este primitivă pe  a unei funcţii. 

5p     b) Ştiind că 0a =  şi 0b = , să se calculeze 
1

( )f x dx
π

−∫ . 

5p     c) Să se arate că, dacă 0b = , atunci 
0

lim ( )n

n
x f x dx

π

→∞
= −∞∫ . 
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64 SUBIECTUL III (30p) – Varianta 064 

 1. Se consideră funcţia ( ) ( ) ( ) 2
: , 2 0, , ln 1f f x

x
 −∞ − ∪ ∞ → = + 
 

. 

5p      a) Să se arate că funcţia f  este concavă pe intervalul ( , 2)−∞ − . 

5p     b) Să calculeze limita şirului ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
1

1
, 1 2 ... ln

2n nn

n n
a a f f f n≥

+
= + + + − . 

5p     c) Să se arate că există un punct (1,2)c ∈  astfel încât ( 1) ( ) ( ) (2)c f c f c f′− + = . 

 2. Fie funcţia [ ] ( ) 4

1
: 0,1 , 

1
f f x

x
→ =

+
. 

5p     a) Să se calculeze 
1

0
( )xf x dx∫ . 

5p     b) Să se arate că 
1

0
( ) 1

4
f x dx

π ≤ ≤∫ . 

5p     c) Să se calculeze 
( ) ( )( )

( )( )

2
1

20

( ) 'f x f x f x
dx

f x

′′ −
∫ . 
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65 SUBIECTUL III (30p) – Varianta 065 

 1. Se consideră funcţia :f → , ( ) xf x x e= + . 

5p     a) Să se arate că  funcţia  f  este bijectivă. 
5p     b) Să se arate că ( ) 2 1,f x x x≥ + ∀ ∈ . 
 

5p     c) Să se demonstreze că, dacă ( ) 1,f x mx x≥ + ∀ ∈ , atunci 2m = . 

 2. Fie funcţia : , f → ( ) 3sin cosf x x x=  şi F o primitivă a funcţiei f  pe . 

5p     a) Să arate că există c ∈  astfel încât 44 ( ) sinF x x c= + . 

5p     b) Să se calculeze aria subgraficului restricţiei funcţiei f  la intervalul 0,
2

π 
  

. 

5p     c) Să se arate că 2 1
0

( ) 0nf x dx
π + =∫ , pentru orice n ∈ . 
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 SUBIECTUL III (30p) – Varianta 066 

   1. Se consideră funcţia ( ) 2: , l 1f f x x→ = − − . 

5p     a) Să se calculeze derivata funcţiei f  pe intervalul ( 1,1)− . 

5p     b) Să se determine ecuaţia asimptotei spre +∞  la graficul funcţiei f. 

5p     c) Să se arate că funcţia 2: (0, ) , ( ) ( )g g x x f x−∞ → =  este mărginită. 

 2. Fie funcţia 4 2:[0,1] [1,3], ( ) 1f f x x x→ = + + . Se admite că funcţia f  are inversa g . 

5p     a) Să se calculeze 

3

4

0

2 1

( )

t
dt

f t

+
∫ . 

5p     b) Să se arate că ( ) ( )
1 3

0 1

3f x dx g x dx+ =∫ ∫ .  

5p     c) Să se demonstreze că, dacă [ ]1,3α∈ , atunci are loc inegalitatea ( ) ( )
1

0 1

f x dx g x dx
α

+ ≥ α∫ ∫ . 
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67 SUBIECTUL III (30p) – Varianta 067 

 
1. Se consideră mulţimea de funcţii   
    [ ] ( ) ( ){ }: 1,1  este de două ori derivabilă şi 0 0, ' 0 1M f f f f= − → = = . 

5p     a) Să se arate că funcţia [ ] ( ): 1,1 , sinxu u x e x− → =  aparţine mulţimii M. 

5p     b) Să se arate că , dacă f M∈  şi ( ) [ ] { }0, 1,1 \ 0f x x≠ ∀ ∈ − , atunci ( )
1

0
lim 1 ( )

x

x
f x e

→
+ = . 

5p     c) Să demonstreze că, dacă f M∈  şi *n ∈ , atunci 
10

( ) (0)
lim

2

n n

nx

f x x nf

x +→

′′− = . 

 2. Fie funcţiile [ ] ( ) 1
: 0,1 , 

1
f f x

x
→ =

+
 şi [ ) ( )

0
: 0, , ( )

x
g g x f t dt∞ → = ∫ .  

5p     a) Să se arate că ( ) ln(1 )g x x= + . 

5p     b) Să se calculeze 
1 2
0

( ) ( )f x g x dx∫ . 

5p     c) Să se demonstreze că *1 2 3
... ln 2,

n
f f f f n n

n n n n
       + + + ≤ ∀ ∈       
       

. 
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68 SUBIECTUL III (30p) – Varianta 068 

 1. Se consideră funcţia ( ): 0,f ∞ → , ( ) 1 2 1
ln

1 2 3

x
f x

x x

+= +
+ +

. 

5p     a) Să se calculeze ( ) ( ), 0,f x x′ ∈ ∞ . 

5p     b) Să arate că ( ) ( )0, 0,f x x< ∀ ∈ ∞ . 

5p     c) Să demonstreze că şirul ( ) 1n n
x ≥ , 

1 1 1
1 ... ln

2 2nx n
n

 = + + + − + 
 

 este strict descrescător. 

 2. Fie funcţia : ,f →  ( ) 2

0

x tf x e dt= ∫ . 

5p     a) Să se arate că funcţia f  este impară. 
5p     b) Să se arate că lim ( )

x
f x

→∞
= ∞ . 

5p     c) Să se arate că 
1

0
( ) 2f x dx e≤ −∫ . 

 

Varianta 68 http://www.pro-matematica.ro



Ministerul Educaţiei, Cercetării şi Inovării 
Centrul Naţional pentru Curriculum şi Evaluare în Învăţământul Preuniversitar 

 

BACALAUREAT 2009-MATEMATICĂ - Proba D, MT1, programa M1                                                                                    
 

69 SUBIECTUL III (30p) – Varianta 069 

 1. Se consideră funcţia :f → , ( ) 3 23

2
f x x= . 

5p     a) Să se studieze derivabilitatea funcţiei  f  în origine. 

5p     b) Să arate că, pentru orice ( )0,k ∈ ∞ , există ( ), 1c k k∈ +  astfel încât ( ) ( ) 3

1
1f k f k

c
+ − = . 

5p     c) Să se demonstreze că şirul ( ) 1n n
a ≥ , 

3 3 3

1 1 1
... ( )

1 2
na f n

n
= + + + − , este strict descrescător. 

 2. Fie funcţia ( ): 1, ,f − ∞ →  ( ) ( )
2 3

ln 1
2 3

x x
f x x x= − + − + . 

5p     a) Să se calculeze 
1

0
( )f x dx∫ . 

5p     b) Să se calculeze 
( )
50

lim
x

F x

x→
, unde funcţia [ ): 0,F ∞ → , 

0
( ) ( )

x
F x f t dt= ∫ , [ )0,x ∈ +∞ . 

5p     c) Să se arate, folosind eventual funcţia f, că 
1

0

5
ln(1 )

12
x dx+ ≤∫ . 
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70 SUBIECTUL III (30p) – Varianta 070 

 
1. Se defineşte funcţia 2

0 0: , ( ) xf f x e→ =  şi, pentru fiecare *n ∈ , se defineşte funcţia :nf →   

   prin 1( ) ( )n nf x f x−′= . 

5p     a) Să se arate că 2
3( ) 8 xf x e= , x∀ ∈ . 

5p     b) Să determine asimptotele graficului funcţiei nf . 

5p     c) Să se calculeze 
( ) ( ) ( )

( )
1 2 1...

lim n

n n

f a f a f a

f a
−

→∞

+ + +
, unde a este un număr real. 

 2. Fie funcţia [ ): 0, ,f ∞ →  ( )
2ln , 0

0 , 0

x x x
f x

 x

 ≠= 
=

. 

5p     a) Să se arate că funcţia f  este integrabilă pe intervalul [ ]0,1 . 

5p     b) Să se calculeze 
1

0
( )f x dx∫ . 

5p     c) Să se calculeze 
1

1e
f dx

x
 
 
 ∫ . 
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71 SUBIECTUL III (30p) – Varianta 071 

 1. Se consideră funcţia ( ): 0,f ∞ → , ( ) ( )ln 1f x x x= − + . 

5p     a) Să se calculeze ( ) ( ), 0,f x x′ ∈ ∞ . 

5p     b) Să arate că ( ) ( )0, 0,f x x> ∀ ∈ ∞ . 

5p     c) Să se calculeze ( )lim
x

f x
→∞

. 

 2. Se consideră funcţia : ,F → ( ) 2

1
xF x t dt= ∫ . 

5p a) Să se verifice că ( ) 11 1 ( ) 2 ,xx F x x++ + = ∀ ∈ . 

5p    b) Să se calculeze 
1

lim ( )
x

F x
→−

. 

 

5p   c) Să se arate că există o funcţie continuă : ( 1, )f − ∞ → , astfel încât ( )
0

1 ( ) , ( 1, )
x

F x f y dy x= + ∀ ∈ − ∞∫ . 
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72 SUBIECTUL III (30p) – Varianta 072 

 1. Se consideră funcţia { }: \ 1f − → , ( )
2 1

1

x x
f x

x

+ +=
+

. 

5p     a) Să se determine ecuaţia asimptotei spre +∞ la graficul funcţiei f. 

5p     b) Să se calculeze ( ) { }, \ 1f x x′ ∈ − . 

5p     c) Să se demonstreze că funcţia  f  este concavă pe intervalul ( ), 1−∞ − . 

 2. Pentru orice *n ∈  se consideră funcţia : , ( ) | sin |n nf f x nx→ =  şi numărul 
2 ( )n

n
f x

I dx
x

π

π
= ∫ . 

5p a) Să se calculeze ( )20
f x dx

π
∫ . 

5p      b)   Să se arate că ln 2nI ≤ . 

5p      c)   Să se arate că 2 1 1 1
...

1 2 2nI
n n n

 ≥ + + + π + + 
. 
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7 SUBIECTUL III (30p) – Varianta 073 

 1. Fie a ∈  şi funcţia { }: 1,1f − → , ( )
2

2 1

x x a
f x

x

+ +=
−

. 

5p     a) Să se calculeze lim ( )x

x
f x

→∞
. 

5p     b) Să se determine valoarea numărului a ştiind că 3 este punct de extrem local al funcţiei f. 
5p     c) Să se determine valoarea numărului a ştiind că graficul funcţiei f are exact o asimptotă verticală. 

 
2. Se consideră funcţia 0 0: , ( ) 1f f x→ =  şi, pentru orice *n ∈ , se defineşte funcţia :nf → ,  

    10
( ) ( )

x
n nf x f t dt−= ∫ . 

5p     a) Să se arate că 2
1 2( ) 2 ( ),f x f x x= ∀ ∈ . 

5p     b) Să se calculeze 
1

( ) 1
lim

( ) 2
n

x n

xf x

f x→∞ +

+
+

. 

5p     c) Să se calculeze volumul corpului obţinut prin rotirea graficului funcţiei :[0, ] [0, ]g π → π ,  

    1( ) ( )sing x f x x=  în jurul axei Ox . 
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74 SUBIECTUL III (30p) – Varianta 074 

 1. Se consideră funcţia ( ): 2,2f − → , ( ) 2
ln

2

x
f x

x

+=
−

. 

5p     a) Să se determine ecuaţiile asimptotelor la graficul funcţiei f. 
5p     b) Să se studieze monotonia funcţiei  f . 

5p     c) Să se calculeze 
1

lim
x

xf
x→∞

 
 
 

. 

 2. Fie funcţia :f → , ( )
2

2

1

xt
f t e dx

x
 = − 
 ∫  şi numerele 

2

21

1
A dx

x
= ∫ , 

2

1

xe
B dx

x
= ∫ . 

5p     a) Să se arate că ( )
4 2

2 2 ,
2

e e
f t At Bt t

−= − + ∀ ∈ . 

5p     b) Să se arate că ( ) ( )2 2 ,f B t f B t t− = + ∀ ∈ . 

5p     c) Să se demonstreze că  
2

2 2 22
21 1 1

1x
xe

dx e dx dx
x x

    ≤         ∫ ∫ ∫ . 
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75 SUBIECTUL III (30p) – Varianta 075 

 1. Se consideră , 1α ∈ α >  şi funcţia : ( 1, )f − ∞ → , ( ) (1 )f x x xα= + − α . 

5p     a) Să se studieze monotonia funcţiei  f. 

5p     b) Să se demonstreze că ( ) ( ) { } ( )1 1 , 1, \ 0 , 1,x x x
α+ > + α ∀ ∈ − ∞ ∀α ∈ ∞ . 

5p     c) Să se demonstreze că  2 ( ) (2 ) (2 ), , [0, )f x y f x f y x y+ ≤ + ∀ ∈ ∞ . 

 2. Fie funcţia ( ): 1,f − ∞ → , ( )
1

x
f x

x
=

+
. 

5p     a) Să se calculeze 
1

0
( )f x dx∫ . 

5p     b) Să se calculeze 
3 2
1

( )[ ]f x x dx∫ , unde [ ]x  reprezintă partea întreagă a numărului real x . 

5p     c) Să se arate că şirul 1( )n na ≥ , dat de 
0

(1) (2) (3) ... ( ) ( )
n

na f f f f n f x dx= + + + + −∫ , este convergent. 
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76 SUBIECTUL III (30p) – Varianta 076 

 1. Se consideră funcţia ( ): 0,f ∞ → , ( ) lnf x x x= + . 

5p     a) Să se arate că graficul funcţiei  f  nu admite asimptotă spre +∞ .  

5p     b) Să se  arate că ecuaţia ( ) 0f x =  are o soluţie unică 0
1

,1x
e

 ∈  
 

. 

5p     c) Să se demonstreze că ( )
0

0
0

1
lim '

x

x x

xe
f x

x x→

− =
−

, unde 0x  este numărul definit la punctul b). 

 
2. Se consideră şirul ( ) 1n n

I ≥ , definit prin 
( )1

0

ln 1

1

n

n

x
I dx

x

+
=

+∫ , oricare ar fi n ∗∈ . 

5p     a) Să se determine 1I . 

5p     b) Să se arate că şirul nI  este strict descrescător. 

5p     c) Să se arate că lim 0n
n

I
→∞

=  (se consideră cunoscut faptul că ( ) ( )ln 1 , 1,t t t+ ≤ ∀ ∈ − ∞ . 
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77 SUBIECTUL III (30p) – Varianta 077 

 1.  Se consideră o funcţie :f → , astfel încât ( ) 1,xxf x e x= − ∀ ∈ . 

5p     a)  Să se determine ecuaţia tangentei la graficul funcţiei f  în punctul de abscisă 1x = , situat pe  
        graficul funcţiei f. 

5p     b)  Să se arate că funcţia  f  este continuă în 0x =  dacă şi numai dacă (0) 1f = . 

5p     c)  Să se arate că dacă funcţia  f  este continuă în 0x = , atunci ea este derivabilă pe .  
 

2. Se consideră şirul ( ) 1n n
I ≥ , 

2

1
(( 1)(2 )) .n

nI x x dx= − −∫  

5p     a) Să se calculeze 1I . 

5p     b) Să se arate că 12(2 1) n nn I nI −+ = , oricare ar fi n ∈ , 2n ≥ . 

5p     c) Să se calculeze lim n
n

I
→∞

. 
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78 SUBIECTUL III (30p) – Varianta 078 

 1. Se consideră funcţia :f → , 3 3( ) 3 2f x x x= − + . 

5p     a) Să se arate că graficul funcţiei  f  admite asimptotă spre  +∞   
5p     b) Să se determine punctele de extrem local ale funcţiei  f. 
5p     c) Să se calculeze lim (2arctg ( ) ).

x
x f x

→∞
− π  

 
2.  Fie funcţia 

1
: , ( )

3 cos
f f x

x
→ =

+
. 

5p     a)  Să se calculeze ( )3
0

f x dx
π

∫ . 

5p     b)  Să se demonstreze că orice primitivă a funcţiei f  este strict crescătoare. 

5p     c)  Să se calculeze lim
x→∞ 2

0

1
( )

x

f t dt
x
∫ . 
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79 SUBIECTUL III (30p) – Varianta 079 

 1. Se consideră funcţia :f → , 3( ) 2 1xf x e x= + + . 

5p     a) Să se scrie ecuaţia tangentei la graficul funcţiei  f  în punctul de abscisă 0x = , situat pe graficul 
        funcţiei f. 

5p     b) Să se arate că funcţia  f  este inversabilă. 
5p     c) Să se calculeze 2lim ( ( 1) ( 2) ( 3) ... ( ) )

n
f f f f n n

→∞
− + − + − + + − + . 

 
2. Se consideră şirul 0( )n na ≥  definit prin 0 1a =  şi 1 0

sinna
na x dx+ = π∫ . 

5p     a) Să se calculeze 1a . 

5p     b) Să se arate că şirul 0( )n na ≥  este convergent. 

5p     c) Să se calculeze lim n
n

a
→∞

. 
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80 SUBIECTUL III (30p) – Varianta 080 

 1. Se consideră funcţia :f → , 2( ) 1f x x= + . 

5p     a) Să se studieze monotonia funcţiei  f. 
5p     b) Să se arate că 2 2( 1) ( ) ( ) 1x f x xf x x′′ ′+ + = + , pentru orice x ∈ . 

5p     c) Să se  arate că graficul funcţiei f  admite asimptotă spre  −∞ . 
 

2. Se consideră şirul ( ) 1n n
I ≥ , 

1

0 1

n

n n

nx
I dx

x
=

+∫ . 

5p     a) Să se calculeze 1I . 
 

5p     b) Să se arate că 
1 *
0

ln 2 ln(1 ) ,n
nI x dx n= − + ∀ ∈∫ . 

5p     c) Să se calculeze lim n
n

I
→∞

. 
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81 SUBIECTUL III (30p) – Varianta 081 

 1. Se consideră funcţia 
1

*: , ( ) ( 1) xf f x x e
−

→ = − . 

5p    a) Să se scrie ecuaţia tangentei la graficul funcţiei f  în punctul de abscisă 1x = , situat pe graficul 
        funcţiei f. 

5p    b) Să se arate că funcţia admite două puncte de extrem. 
5p    c) Să se determine ecuaţia asimptotei la graficul funcţiei f  spre +∞ . 
 

2. Se consideră funcţia ( ) 3 2
0

:[0; ) , 1
x

f f x t t dt∞ → = +∫ . 

5p     a) Să se arate că funcţia f  este strict crescătoare. 

5p     b) Să se calculeze (1)f . 

5p     c) Să se calculeze 
5

( )
lim
x

f x

x→∞
. 
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82 SUBIECTUL III (30p) – Varianta 082 

 1. Se consideră şirul 0( )n na ≥ , definit prin 0 3a = , 1 2 ,  n na a n+ = + ∀ ∈ . 

5p     a) Să se arate că 0( )n na ≥  este strict crescător. 

5p     b) Să se arate că şirul 0( )n na ≥  este convergent. 

5p     c) Să se calculeze 2 1

1
lim n n

n n n

a a

a a
+ +

→∞ +

−
−

. 

 
2. Fie funcţia ( ) 20

(sin cos )sin
: 0, 0, , ( )

2 cos

x t t t
f f x dt

t

π + → ∞ =  ∫ . 

5p     a) Să se calculeze 
4

f
π 

 
 

. 

5p     b) Să se arate că funcţia  f   este strict crescătoare. 

5p     c) Să se calculze 
20

0

( )
lim
x
x

f x

x→
>

. 
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83 SUBIECTUL III (30p) – Varianta 083 

 1. Se consideră funcţia 
1

: \{1} , ( )
1

x
f f x x

x

+→ =
−

. 

5p     a) Să se arate că dreapta de ecuaţie 1x =  este asimptotă verticală la graficul funcţiei  f . 
5p     b) Să se arate că graficul funcţiei  f  admite asimptotă spre +∞ . 
5p     c) Să se studieze derivabilitatea funcţiei f. 
 

2. Se consideră funcţiile 
1

: 0, , ( )
2 cos sin

n n n n
f f x

x x

π  → =   +
, *n ∈ . 

5p     a) Să se calculeze 2
0 1

1

( )
dx

f x

π

∫ . 

5p 
    b) Să se arate că, dacă F  este o primitivă a funcţiei 4f ,  atunci ( )2

4( ) ( ) sin 4 , 0,
2

F x f x x x
π ′′ = ∀ ∈   

. 

5p     c) Să se arate că 3 32 21 1
0 0

1
sin ( ) cos ( )

4
x f x dx x f x dx

π π π −= =∫ ∫ . 
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84 SUBIECTUL III (30p) – Varianta 084 

 1. Se consideră funcţia *: , ( ) .
xe

f f x
x

→ =  

5p     a) Să se studieze monotonia funcţiei f . 

5p     b) Să se determine asimptotele graficului funcţiei f . 

5p     c) Să se calculeze ( ) ( )( )2lim 1
n

n f n f n
→∞

− + . 

 
2. Se consideră funcţia 2

0

: , ( ) ( 3 2)
x

tf f x e t t dt−→ = − +∫ . 

5p     a) Să se arate că (1) 0f > . 

5p     b) Să se arate că funcţia f  admite două puncte de extrem. 

5p     c) Să se calculeze 
20

( ) ( )
lim
x

f x f x

x→

+ −
. 
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85 SUBIECTUL III (30p) – Varianta 085 

 1. Se consideră funcţia 
1

*: , ( ) xf f x e→ = . 

5p     a) Să se determine asimptotele la graficul funcţiei f . 

5p     b) Să se determine punctele de inflexiune ale graficului funcţiei  f. 
 
5p 

   c) Să se calculeze ( ) ( )( )2lim 1
x

x f x f x
→∞

+ − . 

 
2. Fie şirul ( ) 1n n

I ≥  definit prin 2 *4
0

tg ,n
nI tdt n

π
= ∈∫ . 

5p     a) Să se calculeze 1I . 

5p 
    b) Să se arate că 1

1

2 1n nI I
n+ + =

+
, pentru orice n ∗∈ . 

5p     c) Să se arate că şirul ( ) 1n n
I ≥  este convergent la 0. 
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86 SUBIECTUL III (30p) – Varianta 086 

 1. Se consideră funcţia { }
3

3

1
: 1 , ( )

1

x
f f x

x

−− − → =
+

. 

5p     a) Să se scrie ecuaţia tangentei la graficul funcţiei f  în punctul de abscisă 0x = , situat pe graficul 
        funcţiei f. 

5p     b) Să se determine asimptotele graficului funcţiei f . 

5p     c) Să se calculeze 

2

3
lim (2) (3)... ( )

2

n

n
f f f n

→∞

 
 
 

. 

 
2. Se consideră şirul ( ) 1n n

I ≥ , 2
0

sinn
nI x dx

π
= ∫ . 

5p     a) Să se calculeze 2I . 

5p     b) Să se arate că  2( 1) , 3n nnI n I n−= − ∀ ≥ . 

5p     c) Să se calculeze 3
0

lim sinn

n
xdx

π

→∞ ∫ . 
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87 SUBIECTUL III (30p) – Varianta 087 

 1. Se consideră funcţia ( )2: , ( ) ln 1f f x x x→ = + + . 

5p     a) Să se arate că funcţia f este strict crescătoare. 
5p     b) Să se studieze convergenţa şirului ( ) 1n n

x ≥  definit prin 1 1x =  şi ( )1 ,n nx f x n ∗
+ = ∀ ∈ . 

5p     c) Să se demonstreze că ( ) ( )1 1,f x f x x+ − ≤ ∀ ∈ . 

 
2. Se consideră funcţiile ( ) ( ) ln

, : 0,3 ,
3

x
f g f x

x
→ =

−
 şi ( ) ( ) ( )ln 3

, 0,3
x

g x x
x

−
= ∀ ∈ . 

5p     a) Să se calculeze ( ) ( )
1

3
e

x f x dx−∫ . 

5p 
    b) Să se arate că ( ) ( )2 2

1 1
f x dx g x dx=∫ ∫ . 

5p     c) Să se arate că ( )1

0
lim

tt
g x dx = +∞∫ . 
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88 SUBIECTUL III (30p) – Varianta 088 
 1. Se consideră funcţia : , ( ) arctgf f x x→ = . 

5p     a) Să se scrie ecuaţia tangentei la graficul funcţiei f  în punctul de abscisă 1x = , situat pe graficul 
        funcţiei f. 

5p     b) Să se calculeze 
30

( )
lim
x

x f x

x→

−
. 

5p     c) Să se arate că funcţia : , ( ) ( 1) ( )g g x x f x→ = −  admite exact un punct de extrem. 
 

2. Se consideră şirul ( ) 1n n
I ≥ ,

1

0

sinn
nI x x dx= ∫ . 

5p     a) Să se calculeze 1I . 

5p     b) Să se arate că şirul ( ) 1n n
I ≥  este convergent. 

5p     c) Să se demonstreze că ( )2 2 22 2 1 2 sin1 cos1, 2n nI n n I n n−+ − = − ∀ ≥ . 
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89 SUBIECTUL III (30p) – Varianta 089 

 1. Pentru fiecare 0a >  se consideră funcţia ( ) ( ) 1
: (0; ) , ln 1a af f x x a

x
 ∞ → = + + 
 

. 

5p     a) Să se calculeze ( ), 0af x x′ > . 

5p     b) Să se determine a  astfel încât funcţia af  să fie convexă. 
5p     c) Să se arate că graficul funcţiei af  admite asimptotă spre +∞ . 
 

2. Se consideră şirul ( ) 1n n
I ≥ , 2

0
cosn

nI x dx
π

= ∫ . 

5p     a) Să se calculeze 2I . 

5p     b) Să se arate că  ( ) 21 , 3n nnI n I n−= − ∀ ≥ . 

5p     c) Să se demonstreze că şirul ( ) 1n n
I ≥  este convergent. 
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90 SUBIECTUL III (30p) – Varianta 090 

 1. Se consideră funcţiile ( ) ( ) *: 0; , ln ,n
n nf f x x x n∞ → = + ∈ . 

5p     a) Să se determine asimptotele graficului funcţiei 1f . 

5p     b) Să se demonstreze că funcţiile ( )1
: (0, ) , ( ) ( )n n n ng g x f x f

x
∞ → = +  sunt convexe. 

5p     c) Admitem că ecuaţia ( ) 2n
nf x =  are soluţia unică nx . Să se arate că şirul 1( )n nx ≥  converge la 2 . 

 
2. Fie [0,1]a ∈  şi *

0
,

1

na
n

t
I dt n

t
= ∈

+∫ . 

5p     a) Să se calculeze 2I . 

5p     b) Să se demonstreze că 1 , 2
n

n n
a

I I n
n−+ = ∀ ≥ . 

5p     c)  Să se arate că lim 0n
n

I
→∞

= . 
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91 SUBIECTUL III (30p) – Varianta 091 

 1. Se consideră funcţia :f → , 
3

2

2
( )

1

x
f x

x
=

+
.  

5p a) Să se arate că graficul funcţiei f admite asimptotă spre +∞ . 
5p     b) Să se arate că funcţia  f  este inversabilă. 

5p     c) Să se calculeze 

1

lim ( )( )
x x

x
f e

→∞
. 

 
2. Fie funcţiile , :F f → , ( ) 2sin xf x e= , 

0
( ) ( )

x
F x f t dt= ∫ . 

5p     a) Să se demonstreze că funcţia  F  este strict crescătoare. 

5p     b) Să se calculeze ( )2
0

cos2xF x dx
π

∫ . 

5p     c) Să se calculeze 
0

( )
lim
x

F x

x→
. 
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92 SUBIECTUL III (30p) – Varianta 092 

 1. Se consideră funcţia ( ) ( ) ( ): 1; , ln lnf f x x∞ → = . 

5p     a) Să se determine ecuaţia tangentei la graficul funcţiei  f   în punctul de abscisă x e= , situat pe  
        graficul funcţiei f. 

5p     b) Să se demonstreze că funcţia f  este concavă. 

5p     c) Să se calculeze 
( 1) ( )

lim
( )x

f x f x

f x→∞

+ −
′

. 

 
2. Se consideră funcţia :f → ,

2

cos
( )

1 sin

x
f x

x
=

+
. 

5p     a) Să se calculeze 2

0

( )f x dx
π

∫ . 

 

5p     b) Să se arate că orice primitivă a funcţiei  f  este strict crescătoare pe intervalul 0;
2

π 
  

. 

 

5p     c) Să se calculeze 
2

0
( )xf x dx

π
∫ . 
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93 SUBIECTUL III (30p) – Varianta 093 

 1. Pentru fiecare t ∈ , se consideră funcţia :tf → , 3 2( )tf x x t x= + . 

5p     a) Să se calculeze ( ),tf x x′ ∈ . 

5p     b) Să se arate că fiecare funcţie tf  este inversabilă. 
5p     c) Să se arate că funcţia ( ) ( )1: , 1tg g t f −→ =  este continuă în punctul 0. 

 
2. Fie funcţia 2

0
: , ( ) ( 1) | |

x
f f x t t dt→ = +∫ . 

5p     a) Să se calculeze (1)f . 

5p     b) Să se arate că  f  este funcţie impară. 
 

5p     c) Să se calculeze 
2

( 1) ( )
lim
x

f x f x

x x→∞

+ −
. 
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94 SUBIECTUL III (30p) – Varianta 094 

 1. Se consideră funcţiile 1 *:[0; ) , ( ) ( 2) ,n
n nf f x x n x n n+∞ → = − + + ∈ . 

5p     a) Să se arate că graficele funcţiilor nf  nu admit asimptotă spre +∞ .  

5p     b) Să se arate că, pentru oricare n ∗∈ , nf  are exact un punct de extrem nx . 

5p     c) Să se calculeze 
2

lim n
n

n
x

→∞
, unde nx  este definit la punctul b). 

 
2. Se consideră şirul ( ) 1n n

I ≥ , 
21

20 1

n

n
x

I dx
x

=
+∫ . 

5p     a) Să se calculeze 1I . 
 

5p     b) Să se arate că 1
1

, 1
2 1n nI I n

n+ + = ∀ ≥
+

. 

5p     c)  Să se calculeze lim .n
n

I
→∞
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95 SUBIECTUL III (30p) – Varianta 095 

 1. Fie funcţiile : , ( ) arctgf f x x→ =  şi 
2

1
: , ( ) ( 1) ( )

1
g g x f x f x f

x x
 → = + − −  
 + +

. 

5p     a) Să se arate că graficul funcţiei f  admite asimptotă spre +∞ . 

5p     b) Să se arate că ( ) 0,g x x= ∀ ∈ . 

5p     c) Să se calculeze 
2 2 2 2

1 1 1 1
lim arctg arctg arctg ... arctg

1 1 1 1 2 2 1 3 3 1n n n→∞

 + + + + 
 + + + + + + + +

. 

 
2. Se consideră şirul ( ) 1n n

I ≥ , 
1

0
x n

nI e x dx−= ∫ . 

5p     a) Să se calculeze 1I . 
 

5p     b) Să se arate că 1
1

n nI nI
e−= − , pentru orice 2n ≥ . 

5p     c) Să se calculeze .lim n
n

I
→∞
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96 SUBIECTUL III (30p) – Varianta 096 

 1. Fie mulţimea \{1,2,3,...,2009}A =  şi funcţia 
1 1 1 1

: , ( ) ...
1 2 3 2009

f A f x
x x x x

→ = + + + +
− − − −

. 

5p     a) Să se determine asimptotele graficului funcţiei f . 

5p     b) Ştiind că a ∗∈ , să se determine numărul soluţiilor reale ale ecuaţiei ( )f x a= . 

5p     c) Să se determine numărul punctelor de inflexiune ale graficului funcţiei f . 
 

2. Fie  funcţia 
2

0
: , ( )

x tf f x e dt−→ = ∫ . 

5p     a) Să se arate că funcţia f  este strict crescătoare. 

5p     b) Să se arate că funcţia f  este concavă pe intervalul [0, )∞ . 

5p     c) Să se arate că şirul 1( ( ))nf n ≥  este convergent. 
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97 SUBIECTUL III (30p) – Varianta 097 

 1. Se consideră funcţia : , ( ) arctgf f x x→ = . 

5p     a) Să se arate că funcţia f  este concavă pe intervalul [0, )∞ . 

5p     b) Să se calculeze ( )2lim ( 1) ( )
x

x f x f x
→∞

+ − . 

5p     c) Să se rezolve inecuaţia 
3

( )
3

x
f x x< − , x ∈ . 

 
2. Fie funcţia 

2 2

1
: , ( )

(1 )
f f x

x
→ =

+
. 

5p     a) Să se calculeze 
1 2
0

(1 ) ( )x x f x dx+∫ . 

5p     b) Să se arate că funcţia 4
0

: , ( ) ( )
x

F F x t f t dt→ = ∫  este strict crescătoare. 

5p     c) Să se arate că, pentru orice a ∈ , are loc relaţia 
1

1
( )

4

a
f x dx <∫ . 
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98 SUBIECTUL III (30p) – Varianta 098 

 1. Pentru fiecare , 2n n∈ ≥  se defineşte funcţia :[0, ) , ( ) 1n
n nf f x x nx∞ → = − − . 

5p     a) Să se arate că, pentru orice , 2n n∈ ≥ , funcţia nf  este convexă. 
5p     b) Să se arate că, pentru orice , 2n n∈ ≥ , ecuaţia ( ) 0nf x =  are soluţie unică.           
5p     c) Să se calculeze lim n

n
x

→∞
, unde nx  este unica soluţie a ecuaţiei ( ) 0nf x = . 

 
2. Fie funcţiile , : , ( ) , ( ) ( )cos

1

x x

x x

e
f g f x g x f t tdt

e −
→ = =

+ ∫ . 

5p     a) Să se calculeze 
1

0
( )f x dx∫ . 

5p     b) Să se studieze monotonia funcţiei g pe intervalul [ ]0,π . 

5p     c) Să se calculeze 
2

g
π  

 
. 
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99 SUBIECTUL III (30p) – Varianta 099 

 1. Se consideră funcţia 3 33 2 3: , ( ) 3 2 1 1f f x x x x x x→ = + + + − − + . 

5p     a) Să se scrie ecuaţia tangentei la graficul funcţiei  f  în punctul de abscisă 0x = , situat pe graficul 
        funcţiei f. 

5p     b) Să se arate că graficul funcţiei admite asimptotă spre +∞ . 

5p     c) Să se calculeze 
(1) (2) ... ( )

lim
n

n

f f f n

n→∞

+ + + 
 
 

. 

 
2. Se consideră funcţiile 1: (0, ) , ( ) ln ,

x
n

n n
e

f f x t t dt n ∗∞ → = ∈∫ .  

5p     a) Să se calculeze 1( )f e . 

5p     b) Să se arate că funcţiile nf  sunt descrescătoare pe intervalul (0,1) . 

5p     c) Să se calculeze lim (1)n
n

f
→∞

. 
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100 SUBIECTUL III (30p) – Varianta 100 

 1. Se consideră funcţia 3 2: , ( ) xf f x e x x x→ = + − + . 

5p     a) Să se arate că funcţia f  este strict crescătoare. 

5p     b) Să se arate că funcţia f  este inversabilă.          

5p     c) Să se calculeze 
1( )

lim
lnx

f x

x

−

→∞
. 

 
2. Se consideră şirul ( ) 1n n

I ≥ , 
1

20 3 2

n

n
x

I dx
x x

=
+ +∫ . 

5p     a) Să se calculeze 1I . 

5p     b) Să se arate că *
2 1

1
3 2 ,

1n n nI I I n
n+ ++ + = ∀ ∈

+
. 

5p     c) Să se calculeze lim n
n

nI
→∞

. 
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